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1. SZTOCHASZTIKA (VALOSZINUSEGSZAMITAS)

Fétargy: 3-at kell vdlasztani az aldbbi 4 tdrgykorbsl
Melléktargy: A melléktdargyak nem vdlaszthatok a fétdargy témakdrébdl.

1.1. Valészintiségi mértékek, val6szintiségi valtozok.

Valoszintiségi valtozok és vektorvaltozok altalanos, ill. specialis esetben. Eloszlasuk, marginélisok.
Kolmogorov-alaptétel. Eloszlasfiiggvény és tulajdonsagai. Abszolit folytonos eloszlas, strtiségfiiggvény
és tulajdonsigai. Valosziniiségi valtozok fliggvényei.

Fiiggetlenség. Borel-Cantelli lemma, Kolmogorov-féle 0 vagy 1 torvény és alkalmazésai.

Varhato érték, szoras, kovarianciamatrix. Limesz és varhato érték felcserélhetGsége.

A valosziniiségszamitasban hasznalatos konvergenciafajtak és kapcsolatuk. Sztochasztikus, 1 valoszi-
niiségii, L,-konvergencia. Egyenletes integralhatosag. Gyenge konvergencia, relativ kompaktsag és
feszesség, Prohorov-tétel. Karakterisztikus fliggvény és tulajdonsagai, inverzids formulék, folytonossa-
gi tétel.

1.2. Fiiggetlen valdszintiségi valtozdk Osszegei.

A nagy szamok gyenge torvényei, Hincsin, Bernstein tételei. Feller tétele. Sziikséges és elegendd feltétel
a fliggetlen esetben.

A nagy szamok erés torvényei, a Kolmogorov-kritérium a fiiggetlen, azonos eloszlést esetben. Az iteralt
logaritmus-tétel.

Fiiggetlen tagu sorok. Két sor, illetve harom sor tétele. A kiilonb6z8 konvergenciafajtak ekvivalenciaja
(Lévy tétele).

Centralis hatareloszlés-tétel. Fiiggetlen széridk sorozata, Lindeberg—Feller tétel. Ljapunov tétele. A
konvergenciasebesség becslése, Esséen-egyenlGtlenség, Berry—Esséen-tipusu tételek.

1.3. Feltételes varhaté érték, martingalok.

A feltételes varhato érték altalanos fogalma, tulajdonsigai és kiszamitasi modjai. Regularis feltételes
valoszintdség, feltételes eloszlas. Feltételes stirtiségfiiggvény.

Martingél, szub- és szupermartingédl. Definicio, alaptulajdonsigok, példdk. Megéallasi id6, megalli-
tott martingal. Doob alapegyenlGtlensége, maximéalegyenlStlenségek. Szubmartingalok Doob—Meyer
felbontasa, Krickeberg-felbontas.

Martingalok és szubmartingalok 1 valoszintségt konvergenciaja. Atmetszési lemma. Egyenletes integ-
ralhatosag, martingdlok L,-ben valo konvergenciéja.

Korlatos differenciaji martingélok konvergenciahalmazanak jellemzése. A Borel-Cantelli lemma Lévy-
féle altalanositasa.

Reguléris megallasi id6k, Wald azonossag.

1.4. Informacidéelmélet.

Az informéciémennyiség mértékszamai. Entrépia, I-divergencia és formalis tulajdonsagaik. Tipusok
és tipikus sorozatok. Forraskddolas valtozo hossziisdgi és blokk-kodokkal.

A zajos csatorna fogalma, csatornakodolasi tételek. Rate-distortion elmélet. Csatornakapacitas és ki-
szamitasi modjai. Forras- és csatornakodolés lineéris kodokkal. Tébb felhasznélos hirkozl6 rendszerek:
korrelalt forrasok egyedi kédolésa, tobb bemenetelii csatornak.

Tomoritési modellek. A veszteségmentes tomorités korlatai (Kraft—Fano egyenlStlenség, entropia).
Gyakorlati veszteségmentes adattomorits eljarasok és a hatékonysaguk becslése (Shannon-, Gilbert—
Moore-, Huffman-kod, blokk kodok, aritmetikai kod). Az irott szoveg tomoritésének korlatai. Markov
forras tomorithetGsége. A veszteséges tomoritések modszerei.
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IRODALOM:

[1] Mogyorédi J., Somogyi A.:  Valdsziniségszdmitds I-1I. Egyetemi jegyzet, Tankényvkiado, Bu-
dapest, 1990.

[2] Y. S. Chow, H. Teicher: Probability Theory. Springer, New York, 1978.

[3] V. V. Petrov: Sums of Independent Random Variables. Springer, Berlin, 1972.

[4] P. Hall, C. C. Heyde: Martingale Limit Theory and its Applications. Academic Press, New York,
1980.

[5] Mori T.: Diszkrét paraméterd martingdlok. Egyetemi jegyzet, ELTE, Budapest, 1999. [online
http://www.cs.elte.hu/ mori/erdekes.html|

[6] Csiszar 1., Korner J.: Information Theory: Coding Theorems for Discrete Memoryless Systems.
Akadémiai Kiado, Budapest és Academic Press, New York, 1981.

[7] Gyérfi L., Gyéri S., Vajda L.: Informdcio és kodelmélet. Typotex, Budapest, 2005.

1.A Melléktargy: VALOSZINUSEGI MERTEKEK, VALOSZINUSEGI VALTOZOK

Valoszintiségi valtozok és vektorvaltozok altaladnos, ill. specialis esetben. Eloszldsuk, marginélisok.
Kolmogorov-alaptétel. Eloszlasfiiggvény és tulajdonsigai. Abszolut folytonos eloszlés, stirtiségfiiggvény
és tulajdonsagai. Valoszintiségi valtozok fliggvényei.

Események, eseményosztalyok és valosziniiségi valtozok fliggetlensége. Fiiggetlen kisérletek. Borel-
Cantelli lemma, Kolmogorov-féle 0 vagy 1 torvény és alkalmazésai.

Varhato érték, szoras, kovarianciamatrix. Limesz és varhato érték felcserélhetésége.

A valosziniiségszamitasban hasznélatos konvergenciafajtdk és kapcsolatuk. Sztochasztikus, 1 valdszi-
niiségd, L,y-konvergencia. A konvergenciafajtdk metrizalhatosaga. Egyenletes integralhatosag. Gyenge
konvergencia, relativ kompaktsag és feszesség, Helly—Bray-tétel, Prohorov-tétel. Karakterisztikus fligg-
vény és tulajdonsagai, inverzids formulak, folytonossagi tétel.

IRODALOM:
[1] Mogyorédi J., Somogyi A.:  Valdsziniségszdmitds I-1I. Egyetemi jegyzet, Tankényvkiado, Bu-
dapest, 1990.
[2] Y. S. Chow, H. Teicher: Probability Theory. Springer, New York, 1978.

1.B Melléktargy: FUGGETLEN VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGEI

A nagy szamok gyenge térvényei, Hincsin, Bernstein tételei. Feller tétele. Sziikséges és elegendé feltétel

a fliggetlen esetben.

A nagy szamok erds torvényei, a Kolmogorov-kritérium a fliggetlen, azonos eloszlasi esetben. Marcinkiewicz—
Zygmund-tétel. Az iteralt logaritmus-tétel, Erdés—Feller—Kolmogorov—Petrovszkij-tétel.

Fiiggetlen tagt sorok. Két sor, illetve harom sor tétel. A kiilonb6z6 konvergenciafajtak ekvivalencija
(Lévy tétele). Chung-Fuchs-tétel.

Centralis hatéareloszlas-tétel. Filiggetlen széridk sorozata, Lindeberg—Feller tétel. Ljapunov tétele. A
konvergenciasebesség becslése, Esséen-egyenl6tlenség, Berry—Esséen-tipusu tételek.

IRODALOM:
[1] Mogyorédi J., Somogyi A.:  Valdsziniségszdmitds I-1I. Egyetemi jegyzet, Tankényvkiado, Bu-
dapest, 1990.
[2] Y. S. Chow, H. Teicher: Probability Theory. Springer, New York, 1978.
[3] V. V. Petrov: Sums of Independent Random Variables. Springer, Berlin, 1972.
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1.C Melléktargy: MARTINGALELMELET

A feltételes varhato érték altalanos fogalma, tulajdonsigai és kiszamitasi modjai. Regularis feltételes
valoszintség, feltételes eloszlas. Feltételes stirtiségfiiggvény.

Martingél, szub- és szupermartingéal. Definicio, alaptulajdonsagok, példdk. Megallasi id6, megalli-
tott martingal. Doob alapegyenlGtlensége, maximéalegyenlStlenségek. Szubmartingalok Doob—Meyer
felbontasa, Krickeberg-felbontas.

Martingalok és szubmartingalok 1 valoszintségt konvergenciaja. Atmetszési lemma. Egyenletes integ-
ralhatosag, martingdlok L,-ben valo konvergenciéja.

Korlatos differenciaju martingélok konvergenciahalmazanak jellemzése. A Borel-Cantelli lemma Lévy-
féle altalanositasa.

Reguléris megallasi idék, Wald azonossag.

Kvadratikus varacié. Differencidban valé majoralas. Martingaltranszformaélt.

Martingéldifferenciak széridira vonatkozo centralis hatéareloszlas-tételek. A konvergenciasebesség becs-
lése.

Forditott martingal, tulajdonsagok, konvergenciatétel. Felcserélhetség, de Finetti tétele, a Hewitt—
Savage 0 vagy 1 torvény. U-statisztikak.

JRODALOM:

[1] Mori T.: Diszkrét paraméterd martingdlok. Egyetemi jegyzet, ELTE, Budapest, 1999. [online
http://www.cs.elte.hu/"mori/erdekes.html|

[2] J. Neveu: Discrete-Parameter Martingales. North-Holland, Amsterdam, 1975.

[3] Y. S. Chow, H. Teicher: Probability Theory. Springer, New York, 1978.

1.D Melléktargy: INFORMACIOELMELET

Az informéciomennyiség mértékszamai. Entropia, I-divergencia és formalis tulajdonsagaik. Tipusok
és tipikus sorozatok. Forraskoédoléas valtozo hossziisagu és blokk-kodokkal.

A zajos csatorna fogalma, csatornakédolési tételek. Rate-distortion elmélet. Csatornakapacitéas és ki-
szamitasi modjai. Forras- és csatornakodolas linearis kodokkal. Tobb felhasznalos hirkézls rendszerek:
korrelalt forrasok egyedi kodolésa, tobb bemeneteli csatornék.

Tomoritési modellek. A veszteségmentes tomorités korlatai (Kraft—Fano egyenlStlenség, entropia).
Gyakorlati veszteségmentes adattomorits eljarasok és a hatékonysaguk becslése (Shannon-, Gilbert—
Moore-, Huffman-kod, blokk kodok, aritmetikai kod). Az irott szoveg tomoritésének korlatai. Markov
forras tomorithetGsége. A veszteséges tomoritések modszerei.

[rRODALOM:
[1] Csiszar 1., Korner J.: Information Theory: Coding Theorems for Discrete Memoryless Systems.
Akadémiai Kiad6, Budapest és Academic Press, New York, 1981.
[2] Gyérfi L., Gyéri S., Vajda L.: Informdcio és kodelmélet. Typotex, Budapest, 2005.
[3] D. Salomon: Data Compression. The Complete Reference. 3rd ed., Springer, New York, 2004.
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2. SZTOCHASZTIKA (STATISZTIKA)

Fétargy: 4-et kell vdlasztani az alabbi 5 témakorbsl
Melléktargy: A melléktirgyak nem vdlaszthatdk a fétdargy témakorébol.

2.1. Statisztikai mezd.

Minta. Tapasztalati eloszlas és eloszlasfiiggvény. Glivenko—Cantelli tétel. Tapasztalati stirtiségfiiggvény
(Parzen—Rosenblatt), hisztogram.

Dominalt mértékosztalyok. Halmos—Savage tétel. Elégségesség. Neyman-féle faktorizacios tétel. Mini-
malis elégségesség.

Teljesség, korlatos teljesség. Basu tétele. Exponenciélis eloszlascsalad. Lehmann tétele. Az exponen-
cialis eloszlascsalad teljessége.

Fisher-informécio, tulajdonsagai. Kapcsolat az elégségességgel.

2.2. Becsléselmélet.

Veszteségfiiggvény, rizikofiiggvény. Torzitatlansag, megengedhet&ség, minimaxitas. Optimélis becslés.
Blackwell-Rao tétel.

Jackknife, bootstrap. Cramér-Rao tipusi egyenlGtlenségek.

Becslések aszimptotikus tulajdonsagai. Konzisztens becslések, aszimptotikusan normalis becslések.
Bahadur tétele, szuperefficiens becslések.

Maximum-likelihood becslés. A ML-becslés konzisztenciaja és aszimptotikus optimalitasa. Nempara-
méteres ML-becslések. Kaplan—Meyer becslés cenzorilt mintabol. A Bayes-féle becslések és kiszami-
tasuk. Formalis Bayes-becslés, Jeffrey-féle nem-informativ a priori eloszlés.

2.3. Specialis becslések.

Invariancia, ekvivarians becslések. Az eltolasparaméter Pitman-becslése, a becslés minimax tulajdon-
saga.

L-statisztikak, aszimptotikus normalitasuk. Az eltolas- és skalaparaméter optimalis és aszimptotikusan
optimalis L-becslése.

M-becslések. Robusztussidg. A Huber-féle becslés és minimax tulajdonsaga.

Rangstatisztikdk, R-becslések (pl. Hodges-Lehmann becslés).

Véges sokasagbol valo mintavétel. A Horvitz-Thompson becslés. Allandé egyiitthatos linearis becslések
megengedhetdsége.

2.4. Hipotézisvizsgalat.

Statisztikai hipotézisek, probak, véletlenitett probdk. Egyenletesen legerdsebb probak. Torzitatlan
probak.

Neyman—Pearson lemma. Az er§ aszimptotikija. Nagy eltérés-tételek (Cramér-, Chernoff-, Sanov-
tétel) alkalmazésa a statisztikaban.

Monoton likelihood-hanyadost osztaly, egyoldali ellenhipotézis. Kétoldali ellenhipotézis exponencialis
csaladban. Hasonlosag, Neyman-struktira. Hipotézisvizsgalat zavar6 paraméterek jelenlétében. A
normalis eloszlas paramétereire vonatkoz6 klasszikus probék optimalitasa.

Altalanositott likelihood-hanyados proba, khi-négyzet probak.

A tapasztalati eloszlasfiiggvény Brown-hidhoz val6 konvergencidja. Gauss-folyamatok Karhunen—Loéve
sorfejtése. A klasszikus nemparaméteres probak, Kolmogorov-, Szmirnov-, von Mises-proba. Blum—
Kiefer-Rosenblatt proba.
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Konfidenciahalmazok, -intervallumok. Kapcsolat a hipotézisvizsgalattal. A ML-becslésen és a likelihood-
fliggvényen alapulé aszimptotikus konfidenciahalmazok.
Szekvenciélis dontési modszerek. A Wald-féle szekvencialis eljaras.

2.5. Tobbdimenzios analizis

A tobbdimenzios normélis eloszlas. Fisher—Bartlett tétel és megforditasa. A tébbdimenzios normé-
lis eloszlas paramétereinek becslése. A Wishart-eloszlas tulajdonsagai. Hipotézisvizsgalat a varhato
értékkel, a korrelacios és a regresszids matrixszal kapcsolatban.

Linearis modell, linearis becslések. Becsiilhet§ség, Gauss—Markov tétel. Lineéris hipotézis tesztelése
normélis linearis modellben. Valtozoszelekcio, 1épésenkénti regresszio. Robusztus regresszio.
Szoérésanalizis. Fisher—Cochran tétel. Kovarianciaanalizis.

Fékomponens-analizis. Faktoranalizis. Kanonikus korrelacié. A paraméterek becslése maximum like-
lihood moédszerrel, a becslések tulajdonsagai.

Osztalyozas, legkdzelebbi tars modszer, klaszteranalizis.

To6bbdimenzios skalazas.

Kontingenciatablazatok elemzése. A loglinearis modell. Maximum likelihood becslés a loglinearis
modellben. A minimélis diszkriminalé informacié modszere. A maximaélis entropia és minimalis diver-
gencia modszere. Iterativ aranyos illesztés és EM algoritmus.

IRODALOM:

[1] Mori F. Tamas, Székely J. Gabor (szerk.): Tobbuvdltozds statisztikai mddszerek. Miszaki Konyv-
kiad6, Budapest, 1984.

[2] Mogyorodi J., Michaletzky Gy. (szerk.): Matematikai statisztika. Egyetemi jegyzet. Nemzeti
Tankonyvkiadé, Budapest, 1995.

[3] Bolla M., Kramli A.: Statisztikai kévetkeztetések elmélete. Typotex Kiadd, Budapest, 2005.

[4] A. A. Borovkov: Matematikai statisztika. Typotex Kiadd, Budapest, 1999.

[5] E. L. Lehmann, Theory of Point Estimation, Wiley, New York, 1983.

[6] E. L. Lehmann, Testing Statistical Hypotheses, 2nd ed. Wiley, New York, 1986.

[7] O.J. Dunn, V. A. Clark: Applied Statistics: Analysis of Variance and Regression, 2nd ed. Wiley,
New York, 1987.

[8] S. Zacks: Parametric Statistical Inference. Pergamon Press, Oxford, 1981.

[9] P. K. Andersen, O. Borgan, R. D. Gill, N. Keilding N.: Statistical Models Based on Counting
Processes. Springer, New York, 1993.

[10] J. D. Jobson: Applied Multivariate Data Analysis, Vol. 1. and II. Springer, New York, 1992.

2.A Melléktargy: NEMPARAMETERES MODSZEREK

Nominalis, ordinélis skalaju megfigyelések. Kategorikus valtozok.

Permutaciéteszt. A binomialis és polinomialis proba. Kapcsolatuk a y2-probaval.

A valtozok kozotti kapesolat mérése. Fisher-féle egzakt teszt a fiiggetlenségre. y2-proba. Spearman-féle
rangkorrelécid és teszt.

Homogenitasvizsgalat. Kolmogorov—Szmirnov-proba. Median préba. Mann—Whitney-féle U-teszt.
Wald-Wolfowitz-féle teszt. Wilcoxon-féle elGjeles rangproba. Wilcoxon-féle elGjel-proba. Kruskal-
Wallis-proba. Ansari-Bradley-proba.

Nemparaméteres szorasanalizis. Friedman-proba. Nemparaméteres t-proba (Tukey-teszt). Paronkénti
Osszehasonlitas, Scheffé-féle nemparaméteres konfidenciaintervallum.
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Nemparaméteres becsléselmélet. A Hodges—Lehmann statisztika. U-statisztikdk. Nemparaméteres
maximum-likelihood becslés. A Kaplan—Meier-féle szorzatbecslés. Monoton regresszio.

IRODALOM:

[1] Vincze 1., Varbanova M.: Nemparaméteres matematikai statisztika. FElmélet és alkalmazdsok.
Akadémiai Kiad6, Budapest, 1993.

[2] R. E. Barlow, D. J. Bartholomew, J. M. Bremner, H. D. Brunk: Statistical Inference Under
Order Restrictions. Wiley, New York, 1972.

[3] M. Hollander, D. A. Wolfe: Nonparametric Statistical Methods. Wiley, New York, 1973.

[4] J. D. Gibbons: Nonparametric Statistical Inference. Marcel Dekker, Basel, 1971.

[5] M. L. Puri, P. K. Sen, Nonparametric Methods in Multivariate Analysis. Wiley, New York, 1971.

2.B Melléktargy: IDOSOROK STATISZTIKAI ELEMZESE

Az idGsorok additiv felbontasa. A trend és a szezonalitas becslése.

Stacionarius iddsorok modellezése. A varhato érték és a kovariancia-, illetve korrelaciéfiiggvény becslé-
se. A korrelogram. A becslések aszimptotikus tulajdonségai. A becslések konzisztencidja négyzetesen
integralhato spektrélstirtiségfiiggvény esetén. Aszimptotikus normalités linearis folyamatok esetén.

A diszkrét spektrum becslése ismert és ismeretlen frekvencidk esetén. A periodogram. Vérhato értéke
és kovarianciafiiggvénye. Fisher-féle teszt, Grenander—Rosenblatt-féle teszt.

A spektralstirtiség-fliggvény becslése. Konzisztens becslés konstruédlasa a periodogram simitasa, illetve
a tapasztalati kovarianciafiiggvény silyozasaval. A simitott periodogram aszimptotikus tulajdonsagai.
A P()\)-teszt.

Autoregressziv-mozgodatlag folyamatok. Folyamatok transzformécidja. A transzformalt folyamat tu-
lajdonsagai, korrelogramja, spektralsiirtség-fliggvénye.

ARIMA modellek becslései, a becslések tulajdonségai.

A periodogram kiszamitasanak gyakorlati kérdései. A gyors Fourier-transzformécio.

IRODALOM:

[1] Tusnady G., Ziermann M. (szerk.): Iddsorok analizise. Miszaki Konyvkiado, Budapest, 1986.

[2] T. W. Anderson: The Statistical Analysis of Time Series. Wiley, New York, 1971.

[3] D. R. Brillinger: Time Series: Data Analysis and Theory. Holt, Linehart and Winston, New
York, 1975.

[4] M. B. Priestley: Spectral Analysis and Time Series. Academic Press, New York, 1981.

2.C Melléktargy: ELETTARTAM-ADATOK ELEMZESE

Alapfogalmak, meghibdsodasi id6k, cenzorélas tipusai, 6sszmtikodési id6. Hazardfliggvény, meghiba-
sodési tényezd.

Nevezetes élettartam-eloszlasok. Exponencialis minta elemzése. Paraméterbecslés a Cox-modellben.
Nemparaméteres maximum likelihood. Tulélésfiiggvény becslése cenzoralt mintabol: Kaplan—Meyer-
féle szorzatbecslés. Greenwood-formula.

Aktuarius becslés.

Aranyos hazard-modell. Teljes, feltételes, ill. parcialis likelihood.

Oregeds eloszlasok osztalyai: IFR, IFRA, NBU. Tartalmazasi kapcsolatok. Az osztalyok zartsaga
gyenge konvergenciara és konvoliciora.

Monoton és koherens rendszerek, a rendszer megbizhatésaga. Az IFRA és NBU osztéaly zartsaga. Az
IFR osztély lezéarasa.
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Sokk-modellek. A viztarolo-modell. Oregeds tulajdonsagok megdrzédése.

IFRA eloszlasfiiggvény ML becslése, inkonzisztencia.

IFR eloszlasfiiggvény ML becslése, legnagyobb konvex minoréns. Konzisztencia.
A bioassay-probléma.

Az EM-algoritmus.

IRODALOM:

[1] MoriT.: Elettartam-adatok elemzése. Jegyzet. Budapest, 2006. [online http://www.math.elte.hu/ mori/e
[2] R. E. Barlow, F. Proschan: Statistical Theory of Reliability and Life Testing. Holt, Rinehart and

Winston, New York, 1975.
[3] D. R. Cox, D. Oakes, Analysis of Survival Data. Chapman and Hall, London, 1984.

2.D Melléktargy: TOBBDIMENZIOS STATISZTIKAI MODSZEREK

A tobbdimenzios normaélis eloszlas. Feltételes és marginalis eloszlas. Korrelacio és regresszio, parcialis
korreléacid, tobbszoros korrelacio és regresszio.

Fisher—Bartlett tétel és megforditasa. A tobbdimenzids normalis eloszlas paramétereinek becslése. A
Wishart-eloszlas tulajdonsagai. Hipotézisvizsgalat a varhato értékkel, a korrelacios és a regresszios
matrixszal kapcsolatban.

Linearis modell, linearis becslések. Becsiilhetség, Gauss—Markov tétel. Lineéris hipotézis tesztelése
normélis line4ris modellben. Valtozoszelekcio, 1épésenkénti regresszié. Robusztus regresszio.
Szorasanalizis. Fisher—Cochran tétel. Kovarianciaanalizis.

Fékomponens-analizis. Faktoranalizis. Kanonikus korrelacié. A paraméterek becslése maximum like-
lihood modszerrel, a becslések tulajdonsagai.

Osztalyozas, legkozelebbi tars modszer, klaszteranalizis.

Tobbdimenziés skalazéas.

Kontingenciatédblazatok elemzése. A loglinearis modell. Maximum likelihood becslés a loglinearis
modellben. A minimélis diszkriminal6 informécié médszere. A maximalis entropia és minimalis diver-
gencia modszere. Iterativ ardnyos illesztés és EM algoritmus.

IRODALOM:

[1] Mori F. Tamas, Székely J. Gabor (szerk.): T'ébbvdltozds statisztikai mddszerek. Miszaki Konyv-
kiad6, Budapest, 1984.

[2] K. V. Mardia, J. T. Kent, J. M. Bibby: Multivariate Analysis. Academic Press, New York, 1979.

[3] J. D. Jobson: Applied Multivariate Data Analysis, Vol. 1. and II. Springer, New York, 1992.




MATEMATIKA DOKTORI ISKOLA, KOMPLEX VIZSGA, ALKALMAZOTT MATEMATIKA PROGRAM

3. SZTOCHASZTIKA (SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK)

Fétargy: 3-at kell vdlasztani az aldbbi 4 témakérbdl
Melléktargy: A melléktdargyak nem vdlaszthatéak a fétdargy témakdrébdl.

3.1. Markov-lancok és -folyamatok.

A Markov-tulajdonsag. Atmenetvaloszintiségek. Chapman-Kolmogorov—féle egyenletek diszkrét és
folytonos paraméterti esetben. Az allapotok osztalyozasa. Visszatéréség. Pozitiv allapotok. Ergodté-
telek (az atmenetvaloszintiségekre, fiiggvényatlagra vonatkozoan). Stacionérius eloszlés.

Véges allapotterti Markov-lancok leirasa pozitiv matrixokkal. Frobenius—Perron-tételek.

Sziiletési és halalozési folyamatok.

Folytonos trajektoridju Markov-folyamatok infinitezimalis generatora. Az atmenetvaloszintiség-fiigg-
vény tulajdonsagai, folytonossag, differencidlhatésig, Chapman—Kolmogorov-egyenlet. Feller-folyamatok.
Potencidlok. Erdds—Kac-tétel.

3.2. Stacionarius folyamatok.

Er6s és gyenge stacionérius folyamatok. A Gauss-folyamatok esete.

Véletlen ortogonalis sztochasztikus mérték. Bochner—Hincsin tétel, Herglotz-tétel. Stacionérius folya-
matok spektralelGallitasa. A spektralmérték. A Gauss-féle eset.

Az Lo-izomorfia kévetkezményei. A mintavételezés stirtiségére vonatkozé Kotelnyikov—Shannon tétel.
Ergodicitas.

A gyengén stacionarius folyamatok osztalyozésa a linearis filtracié szerint. Wold-felbontas. Teljesen
regularis folyamatok spektrélstirtség-fiiggvénye.

Er6sen stacionarius folyamatok, Keverés. A Birkhoff-féle ergodtétel erésen stacionarius folyamatokra.
A korrelogram és a periodogram. A spektralfiiggvény konzisztens becslése.

3.3. Mértékek konvergenciaja fiiggvényterekben.

Folytonos trajektoridju folyamatok, folytonossiagi modulusok. Masodfaju szakadas nélkiili fiiggvények.
A C0,1] és a D[0,1] tér, feszesség ezekben a terekben.

A Wiener-mérték. A Wiener-folyamat kiilonb6z6 konstrukcioi, tulajdonsagai. A trajektoridk viselke-
dése.

A szummaécios folyamatra vonatkozd gyenge invariancia-elv (Donsker-tétel). A tapasztalati eloszlas-
fliggvény, mint sztochasztikus folyamat konvergencidja a Brown-hidhoz.

Véletlen ortogonalis mérték. Wiener-integrél és alkalmazasai.

3.4. Fiiggetlen névekményi folyamatok.

A fiiggetlen és stacionarius névekményi folyamatok karakterisztikus fliggvényének jellemzése, a Lévy—
Hincsin tétel.

Fiiggetlen névekményti pontfolyamatok leirdsa véletlen pontmérték szerinti integral alakjaban.
Fiiggetlen novekményt folyamatok trajektorialis felbontéasa folytonos és ugré folyamat Osszegére. Fiig-
getlen névekményd Gauss-folyamatok.

Fiiggetlen novekményii folyamatok funkcionaljainak varhaté értékére vonatkozo differencidlegyenlet.

IRODALOM:
[1] S. Karlin, H. M. Taylor: Sztochasztikus folyamatok. Gondolat Kiadd, Budapest, 1985.

[2] M. H. A. Davis: Linear Estimation and Stochastic Control. Chapman and Hall, London, 1977.
[3] M. B. Priestley: Spectral Analysis and Time Series. Academic Press, New York, 1981.
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[4] Yu. Rozanov: Stationary time series. Holden Day, San Francisco, 1967.

[5] K. L. Chung, K.L.: Markov Chains with Stationary Transition Probabilities. Springer, Berlin,
1967.

[6] D. L. Isaacson, R. W. Madsen: Markov Chains: Theory and Applications, Wiley, New York,
1976.

3.A Melléktargy: MARKOV-LANCOK, M ARKOV-FOLYAMATOK

Sztochasztikus folyamatok: Markov-tulajdonsag, erés Markov-tulajdonsig, homogenitas. Diszkrét
paraméterd Markov-lancok: definicid, &tmenetvaldszintiség-matrix, Chapman—Kolmogorov-egyenletek.
Az allapotok osztalyozasa. Periddus, visszatérdség. Az atmenetvaldszintiségek konvergencidja. Staci-
onarius eloszlas. Nagy szdmok térvénye és centralis hatareloszlas-tétel irreducibilis, pozitiv rekurrens
Markov-lanc funkcionaljéra.

Atmenetvaloszintiségek tabu allapotokkal. Regularis mérték, Doeblin hanyados-tétele. Megforditott
Markov-lanc. Elnyel6dési valoszintiségek. Perron—Frobenius-tételek.

Sziiletési és halalozési folyamatok.

vény tulajdonsagai, folytonossag, differencidlhatésig, Chapman—Kolmogorov-egyenlet. Feller-folyamatok.
Potencidlok. Erdgs—Kac-tétel.

IRODALOM:

[1] S. Karlin, H. M. Taylor: Sztochasztikus folyamatok. Gondolat Kiadé, Budapest, 1985.

[2] K. L. Chung, K.L.: Markov Chains with Stationary Transition Probabilities. Springer, Berlin,
1967.

[3] D. L. Isaacson, R. W. Madsen: Markov Chains: Theory and Applications, Wiley, New York,
1976.

[4] G. Kemeny, J. L. Snell: Finite Markov Chains. Van Nostrand, Princeton, 1960.

3.B Melléktargy: STACIONARIUS FOLYAMATOK

Erés és gyenge stacionérius folyamatok. A Gauss-folyamatok esete.

Véletlen ortogonalis sztochasztikus mérték. Bochner—Hincsin-tétel, Herglotz-tétel. Stacionérius folya-
matok spektralelgallitasa. A spektralmérték.

Az Lo-izomorfia kivetkezményei. A mintavételezés alaptétele. Ergodicitas.

A gyengén stacionarius folyamatok osztalyozasa a linearis filtracio szerint. Wold-felbontas és kapcsolata
a spektralmérték Lebesgue-felbontésaval. Teljesen regularis folyamatok spektralstriiség-fiiggvénye.
ARMA folyamatok. Racionélis spektrélsiirtiségfiiggvénnyel rendelkezs gyengén stacionérius folyama-
tok. Az ARMA folyamatok allapotegyenletes elGallitasa.

Er6sen stacionarius folyamatok. A Birkhoff-féle ergodtétel.

A keverés kiilonb6z6 mérészamai.

IRODALOM:

[1] S. Karlin, H. M. Taylor: Sztochasztikus folyamatok. Gondolat Kiadd, Budapest, 1985.
[2] T. W. Anderson: The Statistical Analysis of Time Series. Wiley, New York, 1971.

[3] M. B. Priestley: Spectral Analysis and Time Series. Academic Press, New York, 1981.
[4] Yu. Rozanov: Stationary Time Series. Holden Day, San Francisco, 1967.
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3.C Melléktargy: FUGGETLEN NOVEKMENYU FOLYAMATOK

A fiiggetlen és stacionarius névekményt folyamatok karakterisztikus fiiggvényének jellemzése. Kor-
latlanul oszthat6 eloszléasok karakterisztikus fiiggvénye, Lévy—Hincsin formula. Poisson pontfolyamat
és integral. Az eloszlas tulajdonsidgainak (nemnegativitas, véges szoras) jellemzése a karakterisztikus
fiiggvény segitségével. Stabilis eloszlasok karakterisztikus fiiggvénye. Stabilis eloszlasi valtozo genera-
lasa. Stabilis eloszlésok farok-valdszintiségének nagysagrendje.

Fiiggetlen névekményti pontfolyamatok leirdsa véletlen pontmérték szerinti integrél alakjaban.
Fiiggetlen novekményt folyamatok trajektorialis felbontéasa folytonos és ugré folyamat 6sszegére. Fiig-
getlen névekményd Gauss-folyamatok.

Fiiggetlen névekményti folyamatok funkcionaljai. A varhato értékére vonatkozo differencidlegyenlet.

IRODALOM:

[1] I.I. Gihman, A. V. Szkorohod: Bevezetés a sztochasztikus folyamatok elméletébe. Miiszaki Konyv-
kiad6, Budapest, 1975.

[2] O. Kallenberg: Random Measures. Academic Verlag, Berlin, 1976.

[3] V. V. Petrov: Sums of Independent Random Variables. Springer, Berlin, 1972.
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4. OPERACIOKUTATAS (KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALAS)

Fotargy: Az aldbbi hdrom tdrgy egyiittese
Melléktargy: A fotdargy témakdréhez tartozo melléktargyak vele egyiitt nem vdlaszthatéak

4.A Melléktargy: POLIEDERES KOMBINATORIKA

Poliéderes kombinatorika. Poliéderek és kapok el6éllitasa. Farkas-lemma, dualitastétel, optimalitasi
kritérium, Béazis- és er6s bazismegoldas. Poliéderek csiicsai, oldalai. Teljesen unimodularis matrixok
jellemzése és alkalmazasai: Kénig-Egervary tétel, Hoffman tétele megengedett aramlatokrol. Minimé-
lis koltségii aramok optimalitasi feltétele. Teljesen duélis egészértékiiség, kapcsolat Hilbert bazisokkal.
Kombinatorikus probléméak poliéderei. Polimatroid metszet, szubmodularis &ramok poliédere (Lucchesi
és Younger tétele, Nash-Williams iranyitasi tétele és altalanositasai), szupermodularis fiiggvények fedé-
se graffal. Fenysk és gyokeresen k-élosszefiiggs részgrafok poliédere, Schrijve szupermodularis szinezési
tétele. Parositas-poliéderek.

IRODALOM:

[1] A. Schrijver, Combinatorial Optimization: Polyhedra and efficiency, Springer, 2003. Vol. 24 of
the series Algorithms and Combinatorics,

[2] B. Korte and J. Vygen, Combinatorial Optimalization: Theory and Algorithms, Springer, 2000,

[3] W. J. Cook, W. H. Cunningham, W. R. Pulleyblank, and A. Schrijver, Combinatorial Optimi-
zation, John Wiley and Sons, Inc., 1998.

[4] Frank A. Poliéderes Kombinatorika, jegyzet

[5] Frank A., Matroidelmélet, jegyzet.

4.B Melléktargy: KOMBINATORIKUS OPTIMALIZALASI STRUKTURAK

Kombinatorikus optimalizélasi strukturak. Parositdsok nem-péaros grafban: Tutte tétele, Gallai-lemma,
Berge-Tutte-formula, Edmunds-Gallai struktiratétel. A kinai portas problémaja. A T-kotésekre vonat-
koz6 Seymour-tétel és alkalmazasai. Diszjunkt it problémak. G+H Euler és a vagas feltétel elégséges
(Okamura-Seymour, Okamura, Schijver, Seymour: G+H sikgraf, Rothschild-Whinston, Lomonoszov:
H - K4, H - C5) . Mader A-utas tételei, élidegen utak 3 terminalpont esetén. Iranyitott eset, amikor
D + H sikgraf. Osszefiiggdség: Lovéasz és Mader leemelési tételei és alkalmazasaik (di) grafok osszefiig-
gésének novelésére: Watanabe-Nakamura novelési tétele és iranyitott ellenparja. A Lucchesi-Younger
tétel. 3-Osszefiiggs grafok elsallitasa, Kuratowski tétel. Nash-Williams iranyitési tétele (erds alak).
Digrafok pontosszefiiggésének novelése. Gydri tétele intervallumokrol.Szinezések: Brooks és Vizing
tételei. Galvin listaszinezési tétele, Thomassen sikgraf listaszinezése. Lovasz perfekt graf tétele.Fak
és feny6k. Edmonds diszjunkt fenys tétele és altalanositésai. Tutte diszjunkt fa tétele. Fedés fakkal
és fenyGkkel. Matroidok: Moho algoritmus, a matroid metszet és particios tétel és a rajuk vonatkozo
algoritmusok. Stulyozott matroid metszet tétel és algoritmus. Diszkr ét szeparacios tétel. A szubmo-
dularis 4ram poliéder nemiiressége. Gréfiranyitési problémak: vegyes grafok k-osszefiiggévé iranyitasa.
Greene és Greene-Kleitman tételei részbenrendezett halmazok lanc és antilanc pakolasair6ol. Matroidok
és szubmodularis fliggvények kapcsolata.

IRODALOM:

[1] A. Schrijver, Combinatorial Optimization: Polyhedra and efficiency, Springer, 2003. Vol. 24 of
the series Algorithms and Combinatorics,
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[2] B. Korte and J. Vygen, Combinatorial Optimalization: Theory and Algorithms, Springer, 2000,

[3] Frank Andréas, Kombinatorikus optimalizalasi struktarak (elektronikus jegyzet),

[4] W. J. Cook, W. H. Cunningham, W. R. Pulleyblank, and A. Schrijver, Combinatorial Optimi-
zation, John Wiley and Sons, Inc., 1998.

[5] Frank A., Matroidelmélet, jegyzet.

[6] Frank A. , Grafelmélet, jegyzet.

[7] Frank A., Kombinatorikus optimalizalasi strukttrak, jegyzet.

[8] A Frank, Packing paths, circuits, and cuts - a survey, in: "Paths, Flows and VLSI-Layouts" (B.
Korte, L. Lovasz, H-J. Promel, A. Schijver, eds) pp. 47-100. (1990) Springer Verlag.

[9] A Frank., Connectivity augmentation problems in network design, in: Mathematical Program-
ming: State of the Art 1994, eds., J. R. Bridge and K. G. Murty), The University of Michigan,
pp. 34-63.

[10] A Frank, A survey on T-joins, T-cuts, and conservative weightings, in: Combinatorics, Paul Erdés
is Eighty (Vol 2) (1996) (D. Miklos, V. T. Sos, T.Sz6nyi, eds.) Bolyai Society, Mathematical
Studies 2, pp. 213-252.

4.C Melléktargy: KOMBINATORIKUS ALGORITMUSOK

Kombinatorikus algoritmusok. BFS, DFS, SFS bejarasok, a DFS alkalmazasai (erSsen osszefiiggs
iranyitas, topologikus sorrend, periférikus kor), az SFS tulajdonsagai, max-vissza sorrend, Nagamochi-
Ibaraki algoritmus, ritka tantk, merevkort grafok, szimplicidlis sorrend. Karger random algoritmu-
sa. Legrovidebb utak, konzervativ siilyozés, potencidlok, negativ korok, minimalis koratlag, Dijkstra
algoritmus, leghosszabb ut aciklikus digrafban (PERT). Minimélis stlya fenys, merevkord grafban
maximalis silya stabil halmaz. Gomory-Hu fa és alkalmazasai. Hatékony algoritmus korlatos fa-
vastagsagu grafokra és kozel-optimalis fafelbont &s. Dinamikus programozés (részosszeg probléma,
hatizsak feladat, Floyd-Warshall, minimalis triangulacio, maximalis konvex részhalmaz, Steiner fak).
Lokalis keresés (maximalis vagas, a képfelbontasi feladat). Folyamok és aramok: Hoffman tétel, Ford és
Fulkerson tétele, Edmonds és Karp algoritmusa, skilazés, az el6folyam algoritmus. Minimaélis koltségt
folyamok, minimaélis koltségli aram (Goldberg-Tarjan). Péarositdsok. A magyar modszer, Edmonds
maximélis elemszamu parositds algoritmusa és miniméalis koltségi teljes parositasa. A Tutte matrix és
alkalmazésa.

IRODALOM:

[1] A. Schrijver, Combinatorial Optimization: Polyhedra and efficiency, Springer, 2003. Algorithms
and Combinatorics, Vol. 24.

[2] B. Korte and J. Vygen, Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms, Springer, 2000.

[3] W.J. Cook, W.H. Cunningham, W.R. Pulleyblank, and A. Schrijver, Combinatorial Optimizati-
on, John Wiley and Sons. Inc., 1998.

[4] E. Lawler, Kombinatorikus optimalizalas - halozatok és matroidok, Miiszaki Konyvkiado.

[5] Frank A., Kombinatorikus algoritmusok, egyetemi jegyzet.
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5. OPERACIOKUTATAS (DISZKRET OPTIMALIZALAS ES ALKALMAZASAI)

Fotargy: Az aldbbi hdrom tdrgy egyiittese
Melléktargy: A fotdargy témakdréhez tartozo melléktargyak vele egyiitt nem vdlaszthatéak

5.A Melléktargy: EGESZERTEKU PROGRAMOZAS

Egészértékd programozas. Alapvetd feladattipusok, modellezési technikdk, LP relaxacio, Gomory véa-
gbsikos algoritmusa. Korlatozas és szétvalasztas, dinamikus programozas. Heurisztikus algoritmusok
az utazoligynok-feladatra, approximéacios eredmények. A Held-Karp korlat, modszerek a kiszamol4sa-
ra. Lagrange relaxécié. Hilbert bazisok, unimodularitas, teljes duélis egészértékiiség. Gomory-Chvatal
vagasok. Vagasok az utazoligynok-feladatra. Racsok, bazis-redukci6. Fix-dimenzids egészértéki prog-
ramozési feladat megoldésa polinom idében. Dekompoziciés modszerek. Felemelés és vetités.

5.B Melléktargy: UTEMEZESELMELET ES TERMELESIRANYITAS

Utemezéselmélet és termelésiranyitas. Utemezés egy gépen: optimalis megoldasok alkalmas sorba ren-
dezéssel. Utemezés egy gépen: optimalis megoldasok dinamikus programozéssal, Hodgson-algoritmus,
kozelité megoldasok LP relaxaciobol. Utemezés parhuzamos és uniform gépeken: optimalis megolda-
sok megszakithato esetben és egységnyi hosszu feladatokra. Utemezés parhuzamos és uniform gépeken:
kozelité megoldasok listas iitemezéssel, LP relaxacioval. A shop-modellek (open shop, flow shop, job
shop): iitemezés parositasokkal, Johnson algoritmus, branch and bound heurisztika. A ladapakolési
feladat: egyszerd kozelits algoritmusok, aszimptotikus polinomélis approximécios séma. Termelésira-
nyitas.

JRODALOM:

[1] Jordan Tibor: Utemezéselmélet, egyetemi jegyzet, ELTE, 2007.

[2] Racsmany Anna: Utemezéselmélet, MKKE jegyzet, 1981.

[3] Vizvari Béla: Bevezetés a termelés-iranyitas matematikai elméletébe, ELTE jegyzet, 1994.

[4] J. Blazewicz, K.H. Ecker, E. Pesch, G. Schmidt, J. Weglarz: Scheduling computer and manufac-
turing processes, Springer, 1996.

[5] Peter Brucker: Scheduling algorithms, Springer, 2001.

[6] Michael Pinedo: Scheduling (Theory, algorithms, and systems), Prentice Hall, 2002.

5.C Melléktargy: APPROXIMACIOS ALGORITMUSOK

Approximécioés algoritmusok. Halmazfedés, minimalis stulya lefog6 ponthalmaz, korlefogd ponthalmaz
(feedback vertex set), legrovidebb szupersorozat. Steiner fak, az utazo tigynok feladat. 'Multiway’
vagas (él és pont valtozat), k-vagéas, multivagas faban, tobbtermékes folyamok. A k-center probléma,
tizemtelepitési feladat (facility location). Minimalis maximalis foku feszitéfa, minimalis méreti 2-él- és
pont-Gsszefiliggd, illetve ersen Osszefliggd részgraf. Sulyozott esetek. Kozelit algoritmusok iitemezési
feladatokra, ladapakolas.

IRODALOM:

[1] D. Hochbaum (ed.): Approximation algorithms for NP-hard problems, PWS Publishing, 1996.
[2] V. Vazirani: Approximation algorithms, Springer, 2001.
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6. OPERACIOKUTATAS (FOLYTONOS OPTIMALIZALAS)

Fétargy: Az aldbbi 2 targy (6.A-6.B) egyiittese
Melléktargy: A fotdargy témakdréhez tartozo melléktdargyak vele egyiitt nem vdlaszthatoak

6.A Melléktargy: LINEARIS PROGRAMOZAS

Megengedettségi (fizibilitdsi) feladat megoldhatdsdga (Farkas-lemma). A megoldashalmaz struktiraja és
tulajdonsagai. Bazismegoldésok, extremalis pontok. Béazismegoldas elGallitasa egy adott megoldasbol.
A megengedettségi feladat megoldasa (szimplex- illetve crisscross-modszerrel). Bels§ pont létezésének
feltétele. Belss pont eldallitasa. Alternativa tételek (Gordan, Stiemke, Carver stb.).

Poliederek, politopok, kiupok. Poliedrikus kipok. Végesen generélt kipok. Polaris. Farkas-Minkowski-
Weyl tétele. Konvex poliéderek reprezentécios tétele (Motzkin. 1936). Politopok véges bazis tétele
(Minkowski 1896). Caratheodory tétele (1911).

Linedris programozds. Linearis programozési primél és duél feladatok: megoldashalmazok, bézismeg-
oldasok, megengedett bazismegoldasok. Gyenge dualitastétel. Erds dualitastétel és kdvetkezményei.
Linearis programozasi feladatok kiilonb6zd alakjai: standard, szimmetrikus, 6nduélis és a Karmarkar
altal hasznalt alak. Hogyan nyerhetiink linearis komplementaritési feladatot a (szimmetrikus) primél
és dual linearis programozasi feladatokbol? Goldman- Tucker tétel.

Linedris programozds pivot algoritmusai. Szimplex tébla. Szimplex modszer (Dantzig, 1947). Pri-
méal/dual degeneraltsag, ciklizalas. Tucker példaja, amelyen a szimplex modszer nem vé- ges. Bland
szabaly. Megengedett indulo bazismegoldas elGallitasa (kétfazisu szimplex modszer). Criss-cross mod-
szer (Terlaky, 1984). Lexikografikus primél és dual szimplex modszer. Primal-duél szimplex modszer.
Klee-Minty (1972) példaja, amelyen a primal szimplex modszer exponencialis 1épésszamu. Polinomia-
lis algoritmusok. Komplexitas modell a linearis programozasban. Ellipszoid-moédszer (Hacsian, 1979).
Karmarkar projektiv skalazasu algoritmusa (Karmarkar, 1984).

Linedris programozds belsépontos elmélete. Beagyazas ferdén szimmetrikus (6ndudlis) linearis prog-
ramozéasi feladatba. Bels§ pontos feltétel. Az optimalis megoldashalmaz kompaktsagénak elégséges
feltétele. Newton-1épes és annak egyértelmtisége. Bels§ pont 1étezésével ekvivalens allitasok. Cent-
ralis ut definicidja, egyértelmiisége, hatarértéke, ha p > 0. Valtozok particidja. Analitikus centrum.
Sonnevend tétele (1986). Dikin-féle affin skalazast algoritmus. Ondualis linearis programozasi feladat.
Dikinellipszoid. Dikin-féle segédfeladat, atskalazéas. Dikin 1épéses algoritmus az énduélis linearis prog-
ramozési feladatra, "-megoldas. A dualitasi rés csokkenésének a mértéke. Lépéshossz meghatéirozéasa
a centralis at egy kornyezetében. Dikin-féle affin-skaldzasi modszer konvergenciaja, polinomialitasa.
Pontos megoldas eléalli- tasa (erésen polinomialis) kerekitési eljarassal.

Utkovetd algoritmusok I. Dual logaritmikus barrier-modszer: teljes Newton-1épéses, elfogadhato 1épéses
(adaptive update), nagy lépéses valtozatok.

Utkévetd algoritmusok II. Primal-dual logaritmikus barrier-modszer: teljes Newton-lépéses, elfogad-
hat6 lépéses (adaptive update), prediktor-korrektor és nagy lépéses varians. Erzékenység vizsgalat és
dekompozicids eljarasok. Praméteres linearis programozasi feladat. Fels6korlatos szimplex modszer.
Erzékenység vizsgalat pivot illetve belsGpontos algoritmusokkal. Dantzig- Wolfe es Benders dekompo-
zicio.

IRODALOM:

[1] V. Chvatal, Linear Programming, W. H. Freeman and Company, New York. 1983.
[2] G. B. Dantzig Linear Programming and Extensions, Princeton University Press, Princenton, New
Jersey, 1963.
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[3] Darvay Zs., Belsé pontos modszerek a linearis programozasban, egyetemi jegyzet. Eotvos Lorand
Tudoményegyetem, Budapest. 1996. (http://www.cs.elte.hu/opres/egyebek.html)
[4] K. Fukuda and T. Terlaky, Criss-cross methods: A fresh view on pivot algorithms, Mathematical
Programming 79, 369-395, 1997.
[5] K. G. Murty, Linear and Combinatorial Programming, John Wiley & Sons, 1976.
[6] K. G. Murty, Linear Programming, John Wiley & Sons, 1983.
[7] Prékopa A., Linearis Programozas, Bolyai Janos Matematikai Tarsasag, Budapest, 1968.
[8] Prékopa A., A Very Short Introduction to Linear Programming, RUTCOR, Rutgers University,
pp. 1-41., 1992.
[9] C. Roos, T. Terlaky, 1.-Ph Vial. Theory and Algorithms for Linear Optimization: An Interior
Point Approach, John Wiley & Sons, 1997.
[10] A. Schrijver, Theory of Linear and Integer Programming, John Wiley & Sons, 1986.
[11] Terlaky T., Egy véges criss-cross modszer és alkalmazasai. Tanulmanyok 179/1986, MTA SZTA-
KI, Budapest, 1986

6.B Melléktargy: NEMLINEARIS PROGRAMOZAS

Konver halmazok. Miiveletek konvex halmazokkal. Halmazok konvex burka. Konvex halmazok topolo-
gikus tulajdonsiaga. Kiapok. Konvex kupok. Recesszios kipok és tulajdonsigai. Projekcid. Szeparacios
tételek. Extremalis halmazok és tulajdonsagaik. Krein-Milman tétele. Adjungalt kupok és tulajdon-
sagaik. Kupok elvalasztésa. Krein tétel.

Konvez fiigguények. Konvex fiiggvények jellemzése és tulajdonsagaik (folytonossag, zart konvex fiiggveé-
nyek). Jensen egyenlStlenség. Szinthalmazok. Irdnymenti derivaltak. Differencialhaté konvex fliggvé-
nyek. Folytonosan differencialhato konvex fliggvények és jellemzésiik. Konvex fiiggvények mésodrendii
jellemzése. Erdsen konvex fliggvények és tulajdonsiagaik. Konvex fliggvények Lipschitz folytonossaga.
Dubovickij-Miljutyin 1. tétele és kivetkezményei. Selfconcordant fiiggvények. Altalanositott konvex
fiiggvények. Fiiggvények iranymenti derivaltjai. Szubgradiens és szubdifferencial. Kvazi- és pszeudo-
konvex fiiggvények. Altalanositott (log-, Ky Fan-, Konig-, kup-, geodetikusan-) konvex fiiggvények és
jellemzé tulajdonsagaik.

Figguények szélsdérték-helyeinek jellemzése. Filiggvények lokalis és globalis minimuma. Feltétel nélkiili
és feltételes szélsGérték-feladatok minimumbhelyeinek a sziikséges és az elégséges jellemzése. Megengedett-
, bels6- és csokkenési iranyok kupja. Dubovickij-Miljutyin 2. tétele és kovetkezményei.

Nemlinedris egyenldtlenség rendszerek és nemlinedris programozdsi feladatok. Megengedett megoldés-
halmazok és azok strukturdja. Konvex Farkas-tétel. Kovetkezmények és altalanositasok. Lagrange-
fiiggvény. Nyeregpontok. Lagrange-féle nyeregpont létezésének elégséges feltétele. Regularitasi fel-
tételek. Lagrange-féle nyeregpont létezésének sziikséges feltétele. Altalanositott Farkas- és dualités-
tételek. Karush-Kuhn-Tucker feltételek. KKT- stacionérius pont létezésének sziikséges feltétele. KKT-
stacionérius pont optimalitasanak elégséges felté- tele és kovetkezménye. Konvex programozasi feladat
gyenge dualitastétele. Kozvetlen, erés dualitas tétele. Kozvetett, erds dualitastétel. Duélis elmé-
let. Lagrange-,Wolfe-, perturbélt dual feladatok. Konjugilt fliggvények és derivaltjaik. Fenchel-féle
dualitas elmélet. A dualitaselmélet illusztraldsa: kuplinearis programozas szemidefinit programozéasi
feladatok esetén. Példak konvex optimalizalasi feladatokra, ahol pozitiv dualitasi rés adodik. Fixpont -
és minimax tételek. Broweder-, Tyihonov-, Kakutanies Ky-Fan-féle fixpont tételek. Neumann-, Karlin-
, Shiffmann-, Kneser-, Ky Fan-, Nikaid6-féle minimax tételek. Kipmoddszer, Ky Fan féle metszettétel,
minimax egyenl&tlenségek. Specialis nemlineéris optimalizalasi feladatok. Hiperbolikus programozéasi
feladat, alkalmazasai és specialis megold6 algoritmusaik (Martos-, Charnes-Cooper- illetve Anstrei-
cher algoritmusa, criss-cross modszer). Linearis feltételes, konvex kvadratikus optimalizaléasi feladat,
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alkalmazasai és specialis megoldd algoritmusaik (pivot: Lemke-, Klafszk—Terlaky-algoritmus illetve
bels6pontos modszerek: Dikin-féle affin skalazasu stb.).

Linedris komplementaritdsi feladatok. Maétrixok osztalyozésa a linearis komplementaritasi feladatok
megoldhatosidga szempontjabol: pozitiv (szemi)definit-, P-, P0-, elégséges vagy Px-matrixok. Megol-
dashalmazok tulajdonsagai (konvexités, osszefiiggéség). Pivot algoritmusok elégséges méatrixok esetén:
Lemke- illetve a criss-cross modszer. Murty algoritmusa P-maéatrixok esetén és egyszerti komplexitasi
eredmény. Altalanositott Goldman-Tucker tétel. Centralis ut és tulajdonsagai. Analitikus centrum,
Sonnevend tétele. Newton-1épés egyértelmiiségének sziikséges és elégséges feltétele. Bels6pontos mod-
szerek Px-méatrixok eseten (Dikin féle affin skalazasu algoritmus, potencial fiiggvényes modszer). A
polinomialités sziikséges és elégséges feltétele. Az algoritmusok komplexitéasa. Pontos megoldasok
elGéllitasa.

Specidlis konvex programozdsi feladatok I. Geometriai programozési feladatok, alaplemma, ,gyenge"
dualitas tétel, elemi tulajdonsagok. Priméal célfiiggvény korlatossdgénak sziikséges és elégséges felté-
tele. Kanonikus és redukélt geometriai programozési feladatok, dualitds elmélet, Lagrange-fele nye-
regpont optimalitasdnak feltételei, regularitasi tulajdonsagok. A geometriai programozasi feladatok
logaritmikus self-concordance tulajdonséga.

Specidlis konvex programozdsi feladatok II. Az [, programozas f6 lemméja és a feladattal kapcsolatos
fiiggvények elemi tulajdonsagai. A feladat specialis esetei. Slater-reguléris [, programozasi feladatok,
dualitas tételek, Lagrange-fiiggvények, nyeregpont feltételek. Redukalt [, programozasi feladatpar és
regularitas az l, programozasban. Az [, programozasi feladatok logaritmikus self-concordance tulaj-
donsaga.

Specidlis konvex programozdsi feladatok III. A Young-, az entrépia és a szepardbilis programozasi fel-
adatok és alkalmazasaik. Konvex tavolsagfiiggvények (entropia, barrier és inverz barrier) tulajdonsagai
és kapcsolata konvex optimalizalasi feladatokhoz és megold6 modszereikhez. Az altalanos entropia-
programozés logaritmikus self-concordance tulajdonsédga. A Young- és az entropia-programozas duali-
taselmélete és megoldd modszereik. A Young-programozas kapcsolata a linearis programozéssal. Felté-
tel nélkiili szélsGérték-feladatok megoldasa. Egyenes menti optimalizalédsi modszerek. Tobb dimenzids
keresés. Newton-modszer. Levenberg-Marquardt modszer. Konjugélt iranyok médszere: kvazi-Newton
és konjugalt gradiens modszer. Konvergenciasebesség és annak feltételei.

Feltételes szélsdérték-feladatok megolddsa I. Megengedett irdnyok modszere: Zoutendijk algoritmusa.
SQP-modszerek. Redukalt és vetitett gradiens modszerek. Konvergencia sebesség és annak a feltételei.
Feltételes szélsdérték-feladatok megolddsa II. Biintets- és barrier fliggvényes modszerek. Kvadratikus
biintets fliggvényes modszer. Biintetd fliggvények és tulajdonsigaik. Logaritmikus biintetd fliggvényes
modszer. A kézéppontok modszere.

Feltételes szélséérték-feladatok megolddsa III. Nem sima (nem differencialhat6) nemlinearis programo-
zési feladatok megoldéasa. Duél modszerek: szubgradiens és vago sik algoritmusok. Bundle modszerek.
Simasagi feltételek e konvex optimalizélasban. Self-concordance fiiggvények kalkulusa. Relativ Lips-
chitz feltételes fliggvények. A Nyesterov-Nemirovski elmélet {5 tétele.

TRODALOM:

[1] M. S. Bazaraa, H. D. Sherali, C. M. Shetty, Nonlinear Programming: Theory and Algorithms,
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1993.

[2] D. P. Bertsekas, Nonlinear Programming, Athena Scientific, Belmont, Massachusetts, 1995.

[3] R.W. Cottle, J. S. Pang, R. E. Stone, The Linear Complementarity Problem, Academic Press,
Inc., Boston, 1992.

[4] D. den Hertog, Interior Point Approach to Linear, Quadratic and Convex Programming: Algo-
rithms and Complexity, PhD Thesis, Delft University of Technology, Delft, 1992.
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[5] D. den Hertog, C. Roos and T. Terlaky, The Linear Complementarity Problem, Sufficient Mat-
rices and the Criss-cross Method, Linear Algebra and Its Applications, 187 (1993) 1-14.

[6] D. den Hertog, F. Jarre, C. Roos and T. Terlaky, A Sufficient Condition for Self-Concordance
with Application to Some Classes of Structured Convex Programming Problems, Mathematical
Programming, 69 (1995) 75-88.

[7] E. de Klerk, Interior Point Methods for Semidefinite Programming, PhD Thesis, Delft University
of Technology, Delft, 1997.

[8] J. B. G. Frenk, Convexity and Optimization, Econometric Institute, Erasmus University, Rot-
terdam, 1997.

[9] F. Glineur, Self-concordant functions in structured convex optimization, Image Technical Report
0007, Faculte Polytechnique de Mons, Mons, 2000.

[10] F. Jarre, The Method of Analytic Centers for Smooth Convex Programs, Grottenthaler Verlag
Bamberg, Wiirzburg, 1989.

[11] J.-B. Hiriart-Urruty and C. Lemarechal, Convex Analysis and Minimization, Algorithms Springer-
Verlag, Berlin, 1993.

[12] P. Kas and E. Klafszky, On the Duality of the Mixed Entropy Programming, Mathematische
Operationsforschung und Statistics ser. Optimization, 27 (1993) 253-258.

TOVABBI, CSAK MELLEKTARGYKENT VALASZTHATO TARGYAK:

6.C Melléktargy: SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZAS

Sztochasztikus programozas. Példak sztochasztikus programozasi feladatokra. Osztalyozasuk. Stati-
kus és dinamikus modellek. A korlatok és célok megfogalmazasa varhato értékkel vagy valoszintiséggel.
Hasznossagi és kockazati fliggvények. Egyvéltozos, folytonos és invertalhatd F eloszlas-fiiggvény esetén:
teljesitmény-fiiggvények értelmezése, jelentése és egyméshoz vald viszonyuk.

Statikus modellek mean / variance modell (Markowitz 1952), mean / risk modellek valoszintiségi kor-
latok (Charnes, Cooper 1963, Prékopa 1970) Value-at-Risk minimalizalasa (Kataoka 1963) feltételes
varhato értéket tartalmazo korlatok (Prékopa 1970), integrated chance constraints (Klein Haneveld
1986)

Konvexitasi meggondolasok: bizonyitasok varhaté érték esetén, problémafelvetés valosziniiségek esetén.
A simple recourse feladat (Dantzig 1955, Beale 1955). Megfogalmazas és matematikai jellemzés.
Megold6 modszerek diszkrét eloszlas esetén: primal modszer (Wets 1983), dual modszer (Prékopa
1990).

Megold6 modszerek folytonos eloszlas esetén: cutting-plane, bundle, level tipust moédszerek.
Logkonkéav mértékek és fiiggvények. Logkonkav mértékek alaptétele (Prékopa 1971). Példak logkonkav
stirtiségfiiggvényekre. Valoszintiségi korlatok logkonkavitasa (Prékopa 1973). Valosziniiségi korlatok
kezelése.

Fiiggvényértékek becslése elemi események egyiittes bekovetkezésének valdszintiségére vonatkozo korla-
tok alapjan: egyenlGtlenségek az egyedi valdszintiségeket illetve a paros, harmas, stb. valészintiségeket
felhasznalo szita-formulak alapjan (Boole 1854, Bonferroni 1937) éles korlatok a binomialis momentu-
mok felhasznalasaval: visszavezetés a diszkrét momentumfeladatra.

Zart alakban felirhato korlatok (Dawson, Sankoff 1967; Prékopa 1988; Kwerel 1975; Boros, Prékopa
1989) Hunter fels korlatja (1976) cseresznyefakbol szarmazo korlatok (Prékopa, Bukszar, Szantai
1999).
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Szimulaciés modszerek emlitése, ezeket a Szimulacié c. targyban elemezziik. Kozelits értékekkel dol-
goz6 megolddé modszerek. Szimulacié: Diszkrét momentum feladatok. A binomidlis és a hatvany
momentum feladatok ekvivalencidja. Also/fels6 korlatok linearis programozasi feladat megoldasabol.
Dual megengedett béazisok jellemzése (Prékopa 1990). Zart alakban felirhato korlatok.

Sztochasztikus dekompozicio (Higle, Sen 1991), feltételes sztochasztikus dekompozicié (Higle, Lowe,
Odio 1990). Sztochasztikus kvéazigradiens modszer (Ermoliev 1983)

Kétlépesss modellek. Tradicionalis megfogalmazas (Dantzig, Madansky 1961), matematikai jellemzés
(Wets 1974).

Diszkretizacios eljarasok (Kall 1980). Dekompozicios megoldé modszerek diszkrét eloszlas esetére L-
shaped method (Van Slyke, Wets 1969). Regularizalt dekompozici6 (Ruszczynski 1986), 0j tipust
modszerek.

Sztochasztikus modszerek emlitése, ezeket a Szimulécid c. targyban elemezziik. Valoszintiségi korlatos
modell és matematikai jellemzése (Prékopa 1973). Tébblépesds modellek: Megfogalmazés, matematikai
jellemzés, megoldd moédszer vazlata.

IRODALOM:

[1] Kall, P., Wallace, S.W., Stochastic Programming, Wiley, 1994.
[2] Prékopa A., Stochastic Programming, Kluwer, 1995.
[3] Birge, J.R., Louveaux, F.: Introduction to Stochastic Programming, Springer, 1997-1999.
Tovabbi, csak melléktargyként valaszthat6é targyak: Sztochasztikus programozas, Mikro- és mak-
rogazdasigtan, Dontéselmélet.

6.D Melléktargy: MIKRO- ES MAKROGAZDASAGTAN

Mikro- és makrogazdasagtan. Kereslet és kinalat; termelési fiiggvény, Cobb-Douglas és Leontief tech-
nolégia, a profitmaximalizalas gyenge axidomaéja, optimalitasi feltételek; a koltség minimalizalasa; Ho-
telling lemma, LeChatelier elv; koltségfliggvények; profit és koltség viszonya; fogyasztéi preferencia,
hasznossagi fliggvény, Marshall és Hicks keresleti fiiggvénye, Roy azonossag; fogyasztéi magatartéis és
kereslet, Engel gorbe, Slutsky egyenlet; a versengs piac, adok hatésa. Kétperiodusi egy-fogyasztos di-
namikus egyensilyi modell. A Robinson Crusoe-féle gazdasag modellje. A szabadkereskedelem elényei.
A gazdasigba valé allami beavatkozas profit-csokkents hatésa.

IRODALOM:

[1] T. Mellar, Alkalmazott makrodkonémia, JPTE, 1997.
[2] Hal R. Varian, Mikrogazdasagtan, Aula Kiado.

6.E Melléktargy: DONTESELMELET

Dontéselmélet. Wald-, Hurwitz-, Savage- és Laplace-kritériumok véges sok alternativa esetére, Prefe-
renciarelaciok. A Neumann-Morgenstern-féle utility-elmélet, A Yager-féle OWA operatorok, A Saaty-
fele AHP. Pareto-optimalitas, Az epszilon korlatozasok modszere, Az értékels fliggvény modszere, In-
teraktiv modszerek, Lexikografikus optimalizalés, A referenciapontok moédszere, A trade-off médszer.

IRODALOM:

[1] K.Miettinen, Nonlinear Multiobjective Optimization, (Kluwer, 1999).
[2] S. French, Readings in Decision Analysis, (Chapman and Hall, London, 1990).
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7. NUMERIKUS MODSZEREK

Fotargy: Az alabbi 8-b6l 5 tdrgy, amibdl kitelezd a 7.A és 7.D, a tovdbbi hdrom pedig a vizsgdztatéval
vald egyeztetetés alapjdn vdlaszthatd.
Melléktargy: A fétdargy témakdréhez tartozo melléktdargyak vele egyiitt nem vdlaszthatdoak.

7.A Melléktargy: LINEARIS ALGEBRAI EGYENLETRENDSZEREK NUMERIKUS
MEGOLDASA

Lineéris algebrai egyenletrendszerek direkt megoldési modszerei. Gauss-modszer, {Gelem-kivalasztas,
parhuzamosités, kondiciészadm és a numerikus stabilitas, specidlis matrixd rendszerek. Linearis algeb-
rai egyenletrendszerek iteraciés megoldasi médszerei. Nevezetes egylépéses modszerek, konvergencia,
az optimélis paraméterek megvalasztasa. A konvergencia sebességének becslése. A konjugélt gradiens-
modszer. Nagymeéretd rendszerek kezelése. Direkt moédszerek blokkositott és altalanos ritka matrixa
egyenletek megoldasara,. Iterdciés modszerek prekondicionélassal. Az inkomplett LU-felbontés. Az
M-matrixok és tulajdonsagaik. Megoldasi modszerek M-métrixokon. Alkalmazasok a parciélis diffe-
rencialegyenletek numerikus megoldasaban.

7.B Melléktargy: INTERPOLACIO, FUGGVENYEK KOZELITESE

Lagrange- és Hermite-tipusd interpolécid, hibabecslések. Az interpolacios alappontok optimélis meg-
valasztasa. Spline-interpolacio, a modszer konvergencidja. A legkisebb négyzetes kozelités. Numerikus
derivalas véges differencidk modszerével. Az eljaras stabilitasanak vizsgalata. Interpolacios fiiggvények-
kel valo derivalas. Egyszerii kozelits integralasi formulak. Hibabecslés, Romberg-modszer. Interpoléci-
s kvadratura-képletek, konvergenciajuk. Osszetett kvadrattra-képletek. Gauss-tipust numerikus in-
tegralas. Specialis integrandusok kezelése. Trigonometrikus interpolacio, gyors Fourier-transzformacio.

7.C Melléktargy: NEMLINEARIS EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA

A gyokok létezésének vizsgalata. Az egyszert iteracios eljarasok és konvergenciajuk. Konvergenciarend,
lokalis konvergencia. Monoton konvergencia. Egyenletrendszerek megoldasa. Egyszert iteracid, gra-
diens tipusi modszerek, egyenletrendszer megoldasdnak kapcsolata minimalizélassal, konvex fliggvény
minimalizdlasa. A Newton-moédszer és konvergencidja. A Jacobi-matrix meghatérozasa, Broyden-
modszer. Kvézi-Newton-modszerek. Lokalis és globalis konvergencia, csillapitott Newton-modszer.
Prekondicionéalas.

7.D Melléktargy: KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK
KEZDETIERTEK-FELADATAINAK NUMERIKUS MEGOLDASA

Egylépéses egyszerd modszerek, konzisztencia és konvergencia fogalma. Zéro-stabilitds és konver-
gencia. Explicit Runge-Kutta tipust moédszerek. A mésodrendd modszerek analizise. Beagyazott
RK-médszerek. Hibabecsld formulak. Toébblépéses modszerek. Adams-moédszer, kozépponti szabély,
prediktor-korrektor tipust eljarasok. Konzisztencia és konvergencia. Hibabecslések. Merev rendszerek
numerikus megoldésa. Nemlinearis rendszerek kezelése, stabilitasa.

7.E Melléktargy: KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK
PEREMERTEK-FELADATAINAK NUMERIKUS MEGOLDASA
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Fizikai példak. Véges differencias eljarasok, alapvetd formulak. Magasabbrendi approximaciok, diszk-
rét Green-fiiggvény. Valtozo egylitthat6ju egyenletek. A belovéses médszer algoritmusa nemlinearis
kétpontos feladatokra. Ismételt belovéses modszer linearis feladatokra. A tébbpontos peremérték-
feladatok. Véges elemes eljardsok alkalmazésa. A véges elemek matematikai alapjai, alkalmazasa egy
modellfeladatra. A konvergencia vizsgalata.

7.F Melléktargy: ELLIPTIKUS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK
PEREMERTEK-FELADATAINAK NUMERIKUS MEGOLDASA

Poisson-egyenlet megoldasa a véges differencidk modszerével. Stabilitas és konvergencia. A diszkrét
Laplace-operator sajatérték-feladata. A két- és tobbracsos (multigrid-) modszer motivacioja, algorit-
musa; simité tulajdonsag, konvergencia, miiveletigény. A végeselem-modszer elliptikus feladatok meg-
oldaséara. Absztrakt hattér, Galjorkin-moédszer. Véges elemek két és harom dimenzidéban. A moédszer
konvergencidja, rendje, a numerikus integralés hatésa. A diszkretizécié utani linearis egyenletrendsze-
rek megoldéasa. A diszkrét maximum-elv. A Stokes-feladat végeselemes megoldéasa, LBB-feltétel.

7.G Melléktargy: IDOFUGGO PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS
MEGOLDASA

Parabolikus feladatok megoldasa a véges differencidk modszerével. Konzisztencia és stabilitds. A Lax-
féle ekvivalenciatétel. Neumann-féle stabilitasi feltétel. ADI-sémak. Advekcios feladatok: upwind
sémék, a Lax—Wendroff-séma. Hullamegyenlet: a Lax-tétel modositasa. A CFL-feltétel altalanos
alakja. Végeselem-alapa kozelitések, a hibabecslések tipusai, méatrix-vektor-alak egyszerd esetben.
Megmaradési egyenletekre vonatkozé numerikus modszerek. A fluxus fogalma, a Godunov-moédszer
levezetése és javitasa rekonstrukcidval. Monoton és TVD sémak.

7.H Melléktargy: FIZIKAT ALKALMAZASOK, NUMERIKUS MODELLEZES

A Maxwell-, Navier—Stokes-, konvekcio-diffuzios, hévezetési, reakcidkinetikai egyenletek vizsgalata, nu-
merikus megoldaséanak kérdései. Algoritmikus realizélas, programcsomagok hasznélata.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Fotargy: Az aldbbi két tdargy egyiittese
Melléktargy: A fotdargy témakdréhez tartozo melléktargyak vele egyiitt nem vdlaszthatoak

8.A Melléktargy: KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK KLASSZIKUS ELMELETE
ES DINAMIKAI RENDSZEREK

Megoldasok létezése és egyértelmiisége, Gronwall-lemma. Lineéris rendszerek. Mésodrendii lineéris dif-
ferencidlegyenletre vonatkozd peremérték-problémak. Stabilitasi fogalmak; linearis differencidlegyenlet-
rendszer stabilitasvizsgélata: stabil, instabil, centralis altér, egyensilyi pont stabilitasvizsgélata lineari-
zalassal. Stabilitasvizsgalat Ljapunov modszerével. Aszimptotikus viselkedés, hatarhalmazok, vonzo
halmaz, a Poincaré-—Bendixson-elmélet. Periodikus megoldas stabilitasvizsgéalata, Poincaré-leképezés.
Dinamikai rendszerek topologikus osztalyozasa. Kiegyenesitési tétel, linearis rendszerek topologikus
osztalyozasa, Hartman—Grobman-tétel. Stabilis, instabilis, centralis sokasag. Lokalis vizsgalat perio-
dikus megoldasok koriil, periodikus megoldas stabilis, instabilis, centralis sokasaga.

8.B Melléktargy: BIFURKACIOELMELET, KAOSZ, OPERATORFELCSOPORTOK

Dinamikai rendszerek bifurkiciéi. Nyereg-csomoé- és Andronov—Hopf-bifurkacié. Két-kodimenzios bi-
furkdciok. Diszkrét dinamikai rendszerek. Periodikus péalyék stabilitdsa. Kaotikus palya fogalma,
példak. Kaosz a Lorenz-féle differencidlegyenletben. Attraktorok tipusai, kaotikus attraktor.
Végtelen dimenzids fazisterd dinamikai rendszerek. Operatorfélcsoportok, generatorok, Hille-Yosida-
tételkor. Absztrakt Cauchy-feladatok, egzisztenciatételek. Stabilitas, operatorfélcsoportok aszimp-
totikus tulajdonsagai. Generator- és félcsoport-approximaciok. Késleltetett differencidlegyenletek.
Reakcio-diffuzio-egyenletek, utazo hullamok létezése és stabilitésa.

22



MATEMATIKA DOKTORI ISKOLA, KOMPLEX VIZSGA, ALKALMAZOTT MATEMATIKA PROGRAM

9. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

Foétargy: Az alabbi 8 tdargybol 2 valasztando
Melléktargy: A fotdargy témakdréhez tartozo melléktargyak vele egyiitt nem vdlaszthatoak

9.A Melléktargy: DISZTRIBUCIOK ES SZOBOLJEV-TEREK

Disztribucioelméleti alapfogalmak. Reguléris disztribucio, tartoé. Algebrai miiveletek, derivélas, di-
rekt szorzat, konvoluci6. Allando egyiitthatos linearis parcialis differencialegyenletek alapmegoldésa.
Fourier-transzforméacié temperalt disztribuiciok korében, az L' és L? térben. Paley-Wiener-tétel, alta-
lanositas disztribiciokra. Alkalmazéas alapmegoldasok elGallitédsara.

Szoboljev-terek fogalma, alaptulajdonsagai. Kiterjesztés, ekvivalens normak a H&(Q) térben. Nyom-
operator. Kompakt beagyazasi tételek. A H*(R"™) és H” (R™) tér jellemzése a Fourier-transzformacioval,
a Szoboljev-térbeli fiiggvények simasaga. Anizotrop Szoboljev-terek.

9.B Melléktargy: LINEARIS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

Lineéris elliptikus egyenletekre vonatkozé klasszikus és altaldnositott peremérték-feladatok megfogal-
mazéasa. Szimmetrikus egyenletekre vonatkozo altalanositott peremérték- és sajatérték-feladatok, va-
ridcios értelmezés, a sajatértékek és sajatfiiggvények tulajdonsagai. Alternativatétel.

Vegyes (kezdeti-peremérték-)feladatok linearis hiperbolikus és parabolikus egyenletekre. A klasszikus
és altalanositott feladatok értelmezése. A megoldas egyértelmiisége. A megoldéasok 1étezésének bizo-
nyitésa és elgallitasa a Fourier-modszerrel és a Galjorkin-mddszerrel.

9.C Melléktargy: NEMLINEARIS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

A monoton tipust nemlinearis operatorok elméletének alapjai. Monoton és pszeudomonoton operéto-
rokra vonatkozo egzisztenciatételek, alkalmazas nemlinearis elliptikus egyenletekre. Elliptikus variacios
egyenlétlenségek.

Absztrakt evolicios egyenletek vizsgalata a monoton tipusd operatorok elméletével. Monoton és psze-
udomonoton operatorokkal tekintett kezdetiérték-feladatok, alkalmazés nemlinearis parabolikus egyen-
letekre vonatkozo vegyes (kezdeti-peremérték-)feladatokra. Parabolikus funkcionéalegyenletek.
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10. FUNKCIONALANALIZIS

Fotargy: Az alabbi 7-b6l 5 tdrgy, amibdl kételezd a 10.A,B,C, a tovdbbi kettd pedig a vizsgdztatdval
vald egyeztetetés alapjdn vdlaszthato.
Melléktargy: A fotargy témakdréhez tartozé melléktdrgyak vele egyiitt nem vdlaszthatoak.

10.A Melléktargy: A FUNKCIONALANALIZIS NEHANY ALAPFOGALMA ES TETELE

Banach-terek. Nevezetes fliggvényterek, egyvaltozos Szoboljev-terek. Folytonos linearis funkcionélok
Banacht érben, dualis és méasodik dualis tér, reflexiv Banach-terek. A Hahn-Banach- és "kis” Hahn-
Banach-tétel. Folytonos lineéaris operatorok Banach-térben. A Banach—Steinhaus-tétel, kovetkezmé-
nyei és alkalmazasai. A nyilt leképezés tétele, Banach-féle homeomorfizmus-tétel. A zartgraf-tétel.
Hilbert-terek alaptulajdonsagai, ortogonalitds. Riesz tétele az ortogonalis felbontasrol. Fourier-sorok
Hilbert-térben. Folytonos linearis funkcionalok Hilbert-térben, Riesz reprezentacios tétele.

10.B Melléktargy: KORLATOS LINEARIS OPERATOROK HILBERT-TERBEN

Adjungalt operator. Projektorok, énadjungélt, izometrikus és unitér operatorok tulajdonsigai. Sa-
jatértékek, spektrum. Regularis leképezések, a spektrum kompaktsiga. Operdtorhatvanysorok, a
spektrum nem iires volta. Kompakt operatorok Hilbert-térben. Kompakt 6nadjungalt operatorok
sajatértékei és sajatvektorai. Fredholm-féle alternativatétel, Hilbert-Schmidt-sorfejtés. Spektraltétel
korlatos normalis operatorokra, az operatorkalkulus elemei.

10.C Melléktargy: LINEARIS OPERATOREGYENLETEK MEGOLDHATOSAGA
HILBERT-TERBEN

Megoldhatosagi tételek egyenletes pozitivitasi (koercivitasi) feltételek esetén. Bilinearis formak Riesz-
reprezentacioja, Lax-Milgram-tétel. Kvadratikus funkcional, minimumanak létezése, kapcsolata ope-
ratoregyenletekkel. A H(Q) és H}(2) Szoboljev-terek. Ekvivalens normék H}(2)-ban, beagyazési
tételek, H'-fiiggvények nyoma. Integralegyenletek megoldhatésaga pozitiv magfiiggvény esetén. Ellip-
tikus peremérték-feladatok gyenge megoldésa Szoboljev-terekben.

10.D Melléktargy: NEM KORLATOS LINEARIS OPERATOROK HILBERT-TERBEN

Szimmetrikus operatorok, az adjungalt fogalma, énadjungalt operatorok. Nem korlatos pozitiv linearis
operatorok energiatere, gyenge megoldas, Friedrich-kiterjesztés. Sturm-Liouville-operatorok, elliptikus
differencidloperatorok, példak énadjungélt esetre. Szimmetrikus operatorok kompakt inverzzel, sajat-
értékek, Rayleigh-hanyados, sorfejtés. Cayley-transzformalt, defektindex, spektraltétel nem korlatos
onadjungalt operatorokra.

10.E Melléktargy: NEMLINEARIS FUNKCIONALANALIZIS

Nemlinearis operatorok alapfogalmai normaélt terekben, hemi- és bihemifolytonos operatorok, Gateaux-
és Frechet-derivalt. Potencidloperatorok, a potencial fogalma és létezésének feltételei. Monoton opera-
torok és konvex funkcionalok. Dualitas reflexiv Banach-terekben. Variaciés elv nemlinearis operator-
egyenletre, funkciondl minimuménak létezése. Nemlinearis leképezés bijekcié voltanak feltételei, fix-
ponttételek, monoton operatoregyenletek megoldhatésaga. Alkalmazés nemlinearis differencidlegyen-
letekre.
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10.F Melléktargy: KOZELITO MODSZEREK A FUNKCIONALANALIZISBEN

Ritz-Galjorkin-féle projekcios modszerek linearis operatorokra Hilbert-térben, a hiba ortogonalitasa.
A végeselem-modszer elméleti alapjai. Ritz-Galjorkin-moédszer monoton nemlinearis operatorokra.
Iteraciés modszerek. Gradiens-modszer Hilbert-térben lineédris operatorokra a kvadratikus funkcionél
alapjan, ill. nemlinearis monoton potencidloperatorokra. A konjugalt gradiens-moédszer szimmetrikus
és nem szimmetrikus linearis operatorokra, kompakt perturbaciok és szuperlineéaris konvergencia. Nem
folytonos operator esete, prekondicionélas és energiatér. A Newton-Kantorovics modszer nemlinearis
operatorokra Banach-térben. Csillapitott és inegzakt véltozat.

10.G Melléktargy: TOPOLOGIKUS VEKTORTEREK, BANACH-ALGEBRAK,
HARMONIKUS ANALIZIS

Topologikus vektorterek elGallitasai, lokalisan konvex terek, szigori induktiv limeszek. A Hahn-Banach
tétel. Krein-Milman tétel. Banach-Alaoglu tétel. Banach ekvifolytonossag tétele. A Banach-Steinhaus
tétel altalanos forméja, a dualitaselmélet elemei. Banach-algebrak, Gelfand-reprezentécio, holom-
orf fiiggvényszamitas. C*-algebrak. Stone-tétel. Banach *-algebrak abrazolasai, GNS-konstrukcio.
Gelfand-Najmark tételek. Topologikus csoportok, Haar-mérték. A harmonikus analizis alapjai, lokali-
san kompakt csoportok folytonos unitér dbrézolésai.
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