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A Tutte polinom

Definicié

Legyen G = (V/, E) egy tetszbleges grif, v(G) a csticsainak, e(G)
az éleinek szdma. Az élek egy A részhalmazéra k(A) a (V, A)
részgraf komponenseinek szamat jeloli. Ekkor

Te(x,y) = Y (x — YFAKE)(y _ 1)kAFHIAI=V(C)
ACE

a G graf Tutte polinomja.
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A Tutte polinom

Definicié

Legyen G = (V/, E) egy tetszbleges grif, v(G) a csticsainak, e(G)
az éleinek szdma. Az élek egy A részhalmazéra k(A) a (V, A)
részgraf komponenseinek szamat jeloli. Ekkor

Te(x,y) = 3 (x — DKAKE)(y  1)k(A+HAI=v(6)
ACE

a G graf Tutte polinomja.

Tétel
Legyen G egy osszefliggd graf, ekkor
@ Tg(1,1) G feszitéfainak szdma.
@ T¢(1,2) G Osszefiiggd részgrafjainak szdma.

@ T¢(2,0) G aciklikus irdnyitdsainak szama.
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Ismert sejtések

Sejtés (Merino, Welsh)

max(T¢(2,0), T¢(0,2)) > Te(1,1).
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Ismert sejtések

Sejtés (Merino, Welsh)

max(T¢(2,0), T¢(0,2)) > Te(1,1).

Sejtés (Conde, Merino)
T(_;(2,0) + T(_;(0,2) > T(_;(]., 1),
T6(2,0)T¢(0,2) > T¢(1,1)%
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Ismert sejtések

Sejtés (Merino, Welsh)

max(T¢(2,0), T¢(0,2)) > Te(1,1).

Sejtés (Conde, Merino)
TG(2,0) + T(_;(0,2) > Tg(]., 1),
T6(2,0)T¢(0,2) > T¢(1,1)%

Tétel (Jackson)

T¢(3,0)T6(0,3) > Tg(1,1)%
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Permutdciés Tutte polinom

Definicié

Legyen H = (A, B, E) egy paros graf, csicsainak halmaza
V(H) =AU B =[m]. Ha w: [m] — [m] egy permutécié, i € A
cslcsot beliilr6l aktivnak vagy j € B-t kiviilrél aktivnak hivjuk, ha

(i) > J?/\?(X)ﬂ( j) illetve m(j) > ’ren,\%)w( i,

ahol N(i) az ivel szomszédos csticsok halmazat jeldli. Jeldljik
ba(m)-vel a permutéciébdl szdrmazé beliilrél aktiv csticsok szamat,
ka()-vel a kiviilrél aktiv csticsokét. Ekkor

TH X y | Z Xba(7r) ka(m

" €Sy

a H paros graf permutdciés Tutte polinomja.
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A két polinom kapcsolata

Tétel (Tutte)

Legyen G = (V/, E) Osszefiiggd graf, |E| = m. Cimkézziik meg az
éleket teszbleges médon 1-t6l m-ig. Ha T egy feszitofaja G-nek,
az e € E(T) élet beliilrdl aktivnak nevezziik, ha a T — e altal
meghatdrozott vagasban e cimkéje a legnagyobb. Egy f ¢ E(T) él
kiviilrol aktiv, ha a T + f-beli korben neki van a legnagyobb
cimkéje. Nevezziik ba(T)-vel és ka(T)-vel a T altal meghatarozott
beliilrdl illetve kiviilrél aktiv élek szdmat és T(G) G feszitéfainak
halmazat. Ekkor

TG(X,)/): Z Xba(T)yka(T)'
TeT(G)
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A két polinom kapcsolata

Definicié (Lokalis baziscsere graf)

Legyen G = (V/, E) Osszefiiggd, T egy feszitéfaja. Ekkor
definidljuk a H[T] paros grafot a kovetkezé6 médon. Az egyik
particié csiicsai legyenek megfeleltethetéek T éleivel, a masik
particié csiicsai a T-n kivili élekkel. Két cstics kozott akkor fut él,
ha benne vannak a masik dltal meghatdrozott vagasban illetve
korben (ez szimmetrikusan teljesiil). Azt mondjuk, hogy H[T] a
T-re vonatkozd lokidlis baziscsere grafja G-nek.
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A két polinom kapcsolata

Definicié (Lokalis baziscsere graf)

Legyen G = (V/, E) Osszefiiggd, T egy feszitéfaja. Ekkor
definidljuk a H[T] péros grafot a kdvetkezé médon. Az egyik
particié csiicsai legyenek megfeleltethetéek T éleivel, a masik
particié csiicsai a T-n kivili élekkel. Két cstics kozott akkor fut él,
ha benne vannak a masik dltal meghatdrozott vagasban illetve
korben (ez szimmetrikusan teljesiil). Azt mondjuk, hogy H[T] a
T-re vonatkozd lokidlis baziscsere grafja G-nek.

Allitas
Legyen G = (V/, E) 0sszefiiggd graf, ekkor

TG(va): Z %H[T](Xay)'
TeT(G)
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Alkalmazas

Atviteli lemma

Legyenek xg, X1, X2, Y0, Y1, ¥2 > 0, ha tetszbleges paros graf esetén

Th(xt, y1) TH(x2, y2) > Tr(x0, ¥0)?

teljesiil, akkor tetszdleges G gréfra

Te(x1, 1) Te(x2, y2) > Te(x0, y0)%
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Alkalmazas

Atviteli lemma

Legyenek xg, X1, X2, Y0, Y1, ¥2 > 0, ha tetszbleges paros graf esetén

Th(xt, y1) TH(x2, y2) > Tr(x0, ¥0)?

teljesiil, akkor tetszdleges G gréfra

Te(x1, 1) Te(x2, y2) > Te(x0, y0)%

Tétel (Beke, Csaji, Csikvari, Pituk)

Tetszbleges H izoldlt cslics mentes paros grafra és x > 2.9243
esetén

TH(x,0)TH(0,x) > 1= Ty(1,1)%

Azaz tetszOleges G grafra

Te(x,0)T6(0,x) > Te(1,1)2
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