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1. Bevezetés

A Tutte polinom egy grafokhoz definidlt polinom, amelyben a grifok sok kombinatorikus tu-
lajdonsdga megjelenik, tovabba statisztikus fizikdban is fontos szerepet jatszik. Ennek a poli-
nomnak az analitikus vizsgalata régéta folyik, ehhez segitségiil definidljuk a permuticiés Tutte
polinomot, amelyen keresztiil az eredeti Tutte polinomrdl is be lehet latni eredményeket. Az
eredmények nagy része Beke Csongor, Csdji Gergely Kal, Csikvéri Péter és Pituk Séra [2] cik-
kébdl szdrmazik.

2. A Tutte polinom

2.1. Definicé. Tutte polinom [4]

Legyen G = (V, E) egy tetsz6leges graf, v(G) a csicsainak, e(G) az éleinek szdma. Az élek
egy A részhalmazara k(A) a (V, A) részgraf komponenseinek szamat jeloli. Ekkor
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a G graf Tutte polinomja.

Mivel a kutatomunka fokuszdban tobbnyire nem maga a Tutte polinom dllt, csak ismertetem
néhiny kombinatorikus tulajdonsdgat, amik megmutathatjak, mit6l olyan érdekes.

2.2. Tétel. Legyen G egy dsszefiiggd grdf, ekkor

(a) T(1,1) G feszitofdinak szdma.
(b) Tc(2,1) G feszitorészerddinek (azaz kormentes feszitérészgrdfjainak) szdma.

(1,1)
(2,1)
(c) Ta(1,2) megegyezik G dsszefiiggd részgrdfjainak szamdval.
(d) Tg(2,2) =

(2,00 G

(e) T(2,0

aciklikus irdnyitdsainak szdma.

Jelolje dp € Z¥(%) az O irdnyitdshoz tartozo kifokvektort, azaz a csticsok egy fix rendezésében
minden csucs kifoka a vektor megfeleld tényezgje. Ekkor a kiilonbozd kifokvektorok szdma
adott grafra megegyezik a feszitGerdSk szamaval, azaz T(;(2, 1)-gyel [6].



3. A permutacios Tutte polinom és a két fogalom kapcsolata

3.1. Definicé. Permutacids Tutte polinom

Legyen H = (A, B, E) egy pdros graf, csicsainak halmaza V(H) = AUB = [m]. Ha7 :
[m] — [m] egy permutdcid, i € A csiicsot beliilrdl aktivnak hivjuk, ha

m(z) > max 7(7),
(i) > max ()

mig j € B-t kiviilrél aktivnak, ha

v > max m
(j) nax (4),

ahol N (i) az ivel szomszédos csticsok halmazat jeldli. Jeloljik ba(7)-vel a permutdciébdl szér-
maz6 beliilrdl aktiv csicsok szamat, ka(w)—vel a kiviilr6l aktiv csticsokét. Ekkor

TH J] y Z xba(r ka(m (2)
: TESm
a H péros graf permutacids Tutte polinomja.
A kovetkez0, alternativ felirdsa a Tutte polinomnak elengedhetetlen a két fogalom kozti kap-

csolat bemutatdsahoz. Eredetileg Tutte a polinomot ebben a formédban definidlta, csak kés6bb
cserélodott meg a két felirds szerepe.

3.2. Tétel. (Tutte)

Legyen G = (V, E) é = m. Cimkézziik meg az éleket teszbleges modon 1-tol
m-ig. Ha T egy feszitdfdja G-nek, az e € E(T) élet beliilrél aktivnak nevezziik, ha a T — e
dltal meghatdrozott vagdsban e cimkéje a legnagyobb. Egy f ¢ FE(T) él kiviilr6l aktiv, ha a
T + f-beli kirben neki van a legnagyobb cimkéje. Nevezziik ba(T')-vel és ka(T)-vel a T dltal
meghatdrozott beliilrdl illetve kiviilrdl aktiv élek szdmdt és T (G) G feszitéfdinak halmazdt.
Ekkor

2 xba(T ka(T

TeT(G

Ebben a formdjdban jol l4tszik, hogy minden egyiitthat6ja nemnegativ. Ennek az alternativ de-
finicionak egy érdekessége, hogy a cimkézés (lefixélt) permutdcidja nem befolydsolja a kime-
netelt. A kovetkezd definicio tetszlleges grafok és paros grafok kozotti dtmenetet segiti eld.
Az elnevezés onnan szarmazik, hogy grafok helyett matroidokra altaldnosan is definidlhatjuk
hasonldan.

3.3. Definicd. Lokalis baziscsere graf

Legyen G = (V, E) 6sszefiiggd, T egy feszitGfdja. Ekkor definidljuk a H|[T| pdros gréafot a
kovetkez6 mddon. Az egyik particié csucsai legyenek megfeleltethetdek 7' éleivel, a masik
partici6 cstcsai a T-n kiviili élekkel. Két csucs kozott akkor fut él, ha bennevannak a masik
altal meghatarozott vagéasban illetve korben (ez szimmetrikusan teljesiil). Azt mondjuk, hogy
HI[T] a T-re vonatkoz6 lokdlis baziscsere grifja G-nek.

2



Ebbdl mar konnyen lathato a kovetkezd allitas:

3.4. Allitas. Legyen G = (V, E) dsszefiiggd grdf, ekkor

Z TH[T] r,y).

TeT(G

Bizonyitas. G csicsainak egy m permutdcid szerinti cimkézésére a beliilr6l és kivillrdl aktiv
élek, illetve csucsok definicidja kompatibilis. Most vegyiik a Tutte polinomot minden permuté-
ci6 szerint, majd atlagoljuk.
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Megjegyzés. Pontosan akkor van H[T']-ben izoldlt csiics, amikor G-ben elvdgé- vagy hurokél
és H[T| pontosan akkor 6sszefiiggd, hogyha G kétszeresen 6sszefiiggd.

4. A permutacios Tutte polinom vizsgalata

A Tutte polinomra igazak bizonyos azonossigok, és sokhoz analdg allitdsok 1éteznek a permu-
tacids Tutte polinomhoz is. El6sz6r bemutatok egy rekurziot.

4.1. Allitas. Ha H = (A, B, E) pdros grdf felirhaté Hy és H, diszjunkt unidjaként, akkor

fH('r’y) = fH1($7y>TH2(ZE7y>‘

Specidlisan ha v € A izoldlt csiics, akkor

fH(xuy> - IfH—U(x7y)7

ha v € B izoldlt csiics, akkor _ B
Ta(z,y) = yTu—o(z,y)

4.2. Allitas. Legyen H = (A, B, E) pdros grdf, H = (B, A, E) az a grdf, amit a két csiicshal-
maz megcserélésével kapunk. Ekkor

TH(xay) = TH’(yax)'



4.3. Allitas. Ha H egy izoldlt csiicsok nélkiili pdaros grdf m csicson, akkor

THify ZTHvx?/

vGV

Ezek segitségével kis grafokbol "felépithetd" nagy grafok permutacids Tutte polinomja.

5. Egyenlotlenségek vizsgalata

A Tutte polinom vizsgdlata azért érdekes, mert bar nagyon sok fontos érték kiolvashat6 belGle,
mint fiiggvény szinte semmit nem tudunk egy éltalanos graf tutte polinomjardl. Az évek sordn
tobb egyszerilinek tlind sejtés is megfogalmazddott vele kapcsolatban. A legismertebb Merino
és Welsh nevéhez fiiz6dik [7], miszerint hurok- és elvag6él nélkiili grafra

max(T5(2,0), Te(0,2)) > Tu (1, 1).

Késébb Conde és Merino megfogalmaztak [3] két tovabbi erésebb sejtést is:
Te(2,0) +1c(0,2) > Te(1,1)

Ts(2,0)T5(0,2)) > Ta(1,1)2

Egy hasonl6 egyenl6tlenséget Jackson igazolt [5]. Eszerint hurokélek és elvagdélek nélkiili
grafban
Te(3,0)T6(0,3)) > Te(1,1)%

Felmeriilne, hogy ezeket az egynlGtlenségeket ne csak grafokra nézziik 4ltaldban, hanem tetszo-
leges matroidokra. Sajnos van ellenpélda a matroidokra megfogalmazott Merino Welsh sejtésre
[1]. A kovetkezd lemma teszi lehetévé, hogy a permutacids Tutte polinom vizsgélatdn keresztiil
bizonyitdsok sziilethessenek hasonl6 kérdésekre a Tutte polinomra vonatkozdan.

5.1. Lemma. (Atviteli lemma)

Legyen xqg, X1, ..., Tn, Yo, -, Yn => 0 6s ay, g, ..., a, > 0, hogy ZZ:1 ar = 1. Ha

H TH(xk, Yp)r > TVH(%, Yo)
k=1

egyenldtlenség teljesiil minden H pdros grdfra, akkor tetszbleges G grdf esetén teljesiil

H Te(r, yr)™ > Ta(xo, Yo)-
k=1

Specidlisan xy, x1, T2, Yo, Y1, Y2 > 0 esetén, ha tetszoleges pdros grdf esetén



fH(wlayl)fH(*mQayZ) > fH<anyO>2

teljesiil, akkor tetszbleges G grdfra

Te (1, 1)Ta(xa, y2) > Talzo, yo)?.
El6szor bemutatok egy, a permutacids Tutte polinomra igaz egyenltlenséget, majd a {6 ered-
ményt, amibdl egy a Jackson egyenldtlenségnél erdsebb dllitas kovetkezik.

5.2. Allitas. Ha H pdros grdf nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor
Az utols6 eredmény, a Jackson egyenl6tlenség javitdsa, még kiadatlan munkdban tovabb lett
javitva, jelenleg a legkisebb ismert konstans 2.355.

5.3. Tétel. Tetszoleges H izoldlt csiics mentes pdros grdfra és x > 2.9243 esetén

To(z,0)T(0,2) > 1 =Ty(1,1)%

Ebbdl kovetkezik az atviteli lemmaval, hogy tetszbleges G grafra

To(x,0)T6(0,7) > Ta(1,1)%
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