Komplex dinamikai problémék
Kutatomunka 1.

Szerz6: Sido David
Témavezets: Sigray Istvan

2024. december 20.

1. Bevezetés

A komplex dinamika a matematika egyik leggyorsabban fejl6ds aga. Klasszikus tételei alapvets sze-
repet jatszanak a holomorf leképezések iteracioi viselkedésének megértésében. Jelen tanulmany célja
ezen tételek valos egyiitthatos racionalis tortfiiggvényekre valo alkalmazhatosaganak vizsgalata.

Tobbek kozott kitérlink az iteralt Gsképekre és a taszitd periodikus pontok Julia-halmazbeli stird-
ségére. Ezen f6 tételek a Julia-halmaz megszamlalhato siri részhalmazat adjak meg, és mi a hozzajuk
kapcsolodo kérdésekkel foglalkozunk.

Az eredmények nagy része John Milnor kényvébél szarmazik [1], de a kutatomunkam soran egyéb
cikkekbe is beleastam magam. [2]

2. Elméleti 6sszefoglald

2.1. Fatou- és Julia-halmazok

A holomorf leképezések iteraltjainak lokalis, vagyis fixpont koriili viselkedésének elméletét méar a késs
XIX. szazadra kidolgozték, globalis leirasuk azonban még igen hianyos volt. 1906-ban Pierre Fatou
megmutatta, hogy a z — Zj—; fliggvény esetén — Cantor-halmaznyi kivételes ponttol eltekintve —
majdnem minden orbit az origdoba konvergal. Ez felkeltette a matematikusok érdeklédését. Fatou
mellett az elsé vilaghaboruban siilyosan megsériilt Gaston Julia szintén jelentés mértékben hozzajarult
a tudomanyég fejlédéséhez. Uttors munkéassagat a parizsi akadémia dijjal jutalmazta.

2.1.1. Definici6. Legyenek S és S’ Riemann-gombok. Ekkor normaélisnak nevezziikk fo: S — S’
holomorf leképezések egy csalddjat, ha minden {f,} végtelen sorozatboél kivalaszthato lokalisan egyen-
letesen konvergens {f,,} részsorozat.

2.1.2. Definicié. Legyen S a Riemann-gémb, f: S — S egy nemkonstans meromorf leképezés és
f°" az n-szeri iteradltja. Rogzitsiink egy zp € S pontot. Ha létezik zp-nak U kornyezete, amelyre
korlatozva az { f°"|y } iteraltak sorozata normalis csaladot alkot, akkor azt mondjuk, hogy 2o regularis
vagy normalis pont. Ezen pontok Osszessége a Fatou-halmaz. Egyébként zy a Julia-halmazhoz tartozik,
amit J(f) = J-vel jeloliink, a Fatou-halmazt pedig F(f) = F-fel.

A definici6 értelmében a Fatou-halmaz nyilt, komplementuma, a Julia-halmaz zart. Leegyszertsitve
a Julia-halmazba azon pontok tartoznak, amelyek kdrnyezete kaotikus modon viselkedik a dinamikai
rendszerre nézve: mar egy kis perturbéci6 is hatalmas valtozast okozhat.

2.1.3. Példa. Tekintsiik a négyzetre emelés fiiggvényét a Riemann-gdmbon, azaz f: C — C, ahol
f(z) = 2%. Ekkor nyilvan D, C\ D C F, hiszen az el6bbi esetben f°* — 0, mig az utébbiban f°" — oo
lokélisan egyenletesen. Tehat J = S! = {2 : |2| = 1}.

Most lassuk a Julia-halmaz néhény fontos tulajdonsagat.

2.1.4. Allitas. J(f) teljesen invaridns f-re nézve, ami azt jelenti, hogy ha J = J(f), akkor f(J) =
i) =J.



Ebbél kovetkezik, hogy a Julia-halmaz ,6nhasonlé”. Legyenek U, Us a z1, 29 pontok kornyezetei.
Ha f(z1) = 22 és f'(21) # 0, akkor ez egy konform izomorfizmust indukal Uy N J és Uy N J kozott.

2.1.5. Allitas. Minden n € Z1-ra J(f°") megegyezik T (f)-fel.

2.1.6. Definicio. Ha f(z0) = zp és |f'(20)| < 1, akkor zy vonzo fixpont, ha pedig |f'(z9)| > 1, akkor
taszito.

2.1.7. Megjegyzés. A zy = oo pont vonzo fixpontja f(z)-nek, ha a 0 vonzo fixpontja g(z) = ﬁ—nek.
A vonzo fixpontot azért nevezik vonzoénak, mert van olyan U kérnyezete, hogy f°"(z) — 2o egyen-
letesen minden z € U-ra.

2.1.8. Definicié. Ha zg vonzo fixpont, akkor
Q:=A{z¢€ C : U kérnyezet gy, hogy f°" 5 2z U-n}
a zg vonzasi tartoméanya.

2.1.9. Allitas. Egy vonzd fizpont vonzdsi tartomdnydra fenndll, hogy Q C F, viszont 0 C T, illetve
a taszito fixrpontok is Julia-halmazbeliek.

Most altalanositunk periodikus pontok esetére.

2.1.10. Definicid. Tekintsiik az
fizogr—r 21— ... 2 1 2, = 20
periodikus trajektoriat, azaz ciklust. Ha az Osszes z; kiillonb6zs, akkor n a periodus. Ekkor a

A= (f")(zi) = f'(z0) - f'(zn)

komplex szam az adott palya multiplikitora vagy sajatértéke. A derivalt joldefinidlt, ezért segitségével
kategorizalhatjuk a péalyakat. Ha |A| < 1, akkor a palyat vonzonak, ha |[A > 1| akkor taszitonak hivjuk,
a A = 0 esetben pedig szupervonzoénak.

2.1.11. Megjegyzés. Az idedlis pont ismét specialis abbdl a szempontbol, hogy a reciprokkal kell

konjugalnunk. Példaul f(z) = 2z esetén a co mint vonzo fixpont multiplikdtora A\ = %

2.1.12. Definicié. Egy vonzé periodikus pélya vonzasi tartoménya az az {2 nyilt halmaz, amelynek
z pontjaira az f°"(z), f°2"(z),. .. sorozat a periodikus pélya valamely pontjahoz konvergal.

2.1.13. Allitas. Hasonldan elmondhatd, hogy a Fatou-halmaz tartalmaz minden vonzd periodikus pd-
lydt, s6t azok vonzdsi tartomdnydt is. Azonban 0Q C J a taszité palydkkal egyiitt.

2.1.14. Definici6. Egy periodikus pontot parabolikusnak hivunk, ha A = 1 (vagy n-edik egységgyok),
de f°" mégsem az identitas.

2.1.15. Allitas. Minden parabolikus pont a Julia-halmazhoz tartozik.
2.1.16. Allitas. Ha f legaldbb mdsodfoki tortfigguény, akkor J(f) nemiires.
2.1.17. Allitas. Ha a Julia-halmaz tartalmaz belsé pontot, akkor az egész Riemann-gomb.
2.1.18. Tétel. Ha zg € J(f), akkor az iterdlt dsképek halmaza, vagyis
{z:3In >0 f°"(2) = 20}
mandenhol strd a Julia-halmazban.
2.1.19. Kovetkezmény. Ha f legaldbb mdsodfoki, akkor J(f)-nek nincsenek izoldlt pontjai.

A tétel egyik erdssége, hogy algoritmust szolgaltat a Julia-halmazok abrazolasara. Valoban, hiszen
az iteralt 6sképek meghatarozasaval tetszélegesen kozel keriilhetiink a Julia-halmaz barmely pontjahoz.
Azonban a modszer hatranya, hogy bonyolultabb fiiggvényeknél magas az id6- és tarigénye.



2.2. Sima Julia-halmazok

A legtobb Julia-halmaz fraktalszerkezettel rendelkezik, azonban akadnak fliggvények, amelyek Julia-
halmaza sima topologiai sokasag. Az alabbiakban harom példat targyalunk.

2.2.1. Példa (Koér). Korabban lattuk, hogy az f(z) = 22 leképezés Julia-halmaza az egységkor. Ez
teljesiil minden z — 2*" alakt hatvanyfiiggvényre, ahol n > 2.

2.2.2. Megjegyzés. Az alabbi bizonyitdsokban felhasznaljuk azt a tényt, hogy a dinamikai rendszer
szempontjabol f és egy o homeomorfizmussal vett konjugaltja, o o f o a ekvivalens, azaz ugyanigy
viselkedik.

2.2.3. Példa (Intervallum). Tekintsiik az f(z) = 22 — 2 fiiggvényt. Figyeljiik meg, hogy ez a Th(z) =
222 — 1 masodfokt Csebisev-polinom konjugéltja az a(z) = 2z linearis fiiggvénnyel. Altalanossagban
is elmondhato, hogy barmely T,,(z) = cos(n arccos z) Csebisev-polinom Julia-halmaza intervallum.

Az utols6 konstrukcié Samuel Lattés francia matematikushoz ftizédik, aki 1918-ban, roviddel halala
el6tt vetette papirra.

2.2.4. Példa (Riemann-gomb). Vegyiink egy A = Zw; + Zwy paralelogrammaracsot (wq,ws € C
linedrisan fiiggetlen) a komplex sikon a hozzatartozo Weierstrak-féle p-fliggvénnyel. Ennek héarom
fontos tulajdonsagabol — nevezetesen, hogy kétszeresen periodikus, paros és az alapparalelogrammaéban
minden pontot multiplicitassal szamolva kétszer vesz f6] — mar kijon, hogy Julia-halmaza a Riemann-
gémb. Valoban, mivel p(2p~1)(z) egy joldefinialt negyedfokt racionalis tértfiiggvény, amelynek Julia-
halmaza a Riemann-gémb. Ez hasonloan igaz az n?-edfokt p(ngp~!)(z)-re, ahol n tetszéleges 1-nél
nagyobb egész.

2.2.5. Tétel. A legaldbb mdsodfoki raciondlis tortfiggvények Julia-halmaza megegyezik a taszitd pe-
riodikus pontok halmazdnak lezdrtjdval.

3. A valos eset

A fenti ismertets utan a figyelmes olvasoban felvetdik a kérdés, hogy mi a helyzet akkor, ha csupéan
valés egylitthatokat engediink meg és valés Gsképekre szoritkozunk. Vajon igaz marad-e a 2.1.18.
és a 2.2.5. Tétel, vagyis hogy egy valos egyiitthatés racionélis tortfiiggvény Julia-halmazanak egy
valos pontjat véve, azok valos n-edrendd Ssképei stirt részhalmaza lesz-e J(f) N R-nek, tovabba hogy
egy valos egyiitthatos racionélis tortfiiggvény valods taszité periodikus pontjai stird részhalmaza lesz-e
J(f) N R-nek.

E kérdésekre a vélasz nemleges, és fentebb lattunk is ra egy egyszert ellenpéldat: f(z) = z2. To-
vabbgondolva feltehet azonban az a kérdés, hogy az n-edrendii valos 6sképek, illetve a valos periodikus
pontok lezartja tartalmazza-e J(f) N R Osszes torlodasi pontjat.

Erre szintugy nemleges a valasz, hiszen a valos egyiitthatos Lattés-fliggvények jo ellenpéldat szol-
galtatnak.

A kutatasom célja ezen utolsé kérdésre olyan ellenpéldat talalni, amelynél a Julia-halmaz nem a
Riemann-gémb, de kizarolag masodfokt polinomokkal kisérleteztem, ahol f(z) = 2% + ¢ alaki. Ehhez
irtam harom C++ programot, amelyek az alabbi eljarast hajtjak végre:

e az elsG program bekéri c értékét és azt, hogy f-nek melyik fixpontja legyen az els6 tag, majd
ebbdl indulva létrehozza az Gsképek z, sorozatat gy, hogy a gyok miatt lehetséges ketts koziil
mindig véletlenszertien kivalasztja az egyiket (ez elvileg a teljes Julia-halmazt kirajzolja, ha elég
sokaig futtajuk);

e a kapott sorozatot elmenti egy Excel tablazatba, amelyet a mésodik program beolvas, és kigytjti
belsle azon pontokat, amelyek imaginarius (képzetes) része pici, vagyis kozel vannak a valos

tengelyhez, pontosabban — s < Im(z) < 155, illetleg Re(z) > ¢ (az dsszehasonlitas végett);

e végiil a harmadik program is beolvassa a fajlt, de ezittal csak a c-nél nem kisebb valésokat tartja
meg;



e ezt kovetSen betaplaltam mindharom adatkupacot a Manim nevi animéaciokészité és abrézolo-
programba, hogy megjelenjen el6ttem a Julia-halmaz, és hogy 6ssze tudjam hasonlitani a masodik
és harmadik program eredményét egymassal.

Tobb kiilonb6z6 ¢ értékkel is teszteltem a programot, és gy tapasztaltam, hogy a masodik és
harmadik program altal rajzolt dbrék eltérGek, ami arra mutat, hogy jo eséllyel méar a polinomok
kozott is akad ellenpélda. Szemléltetésiil ime négy abra a szamomra leglatvanyosabbikrol, amelyet a
szakirodalomban repiil§ néven szoktak emlegetni:

(c) Program2 eredénye (d) Program3 eredénye

1. dbra. Itt a ¢ = —1,75488 értéket hasznaltam.

Ne varjunk el ugyanolyan mindéséget, a netes verzié mogott komolyabb szoftver huzodik a hattér-
ben, az enyémnek vannak hidnyossagai, még fejlesztésre szorul!l Ennek dacara viszont egész szépen
visszaadja az online kép kicsinyitett masat, habar kevésbé részletgazdagon.

A Julia-halmaznak két stirtii részhalmaza van: az iteralt 6sképek halmaza és a periodikus pontok
palyai, azonban ez utobbi joval nehezebben programozhatd, mert egy sokadfoki egyenlet megoldasit
kell hozza megkeresniink. Masrészt a memoriakapacitas korlatossaga miatt az 6sképeknél sem vehetjiik
az Osszeset, mivel ez exponencialis futasidejd algoritmushoz vezetne (az Gsképek szama minden lépésben
duplazodik), éppen ezért randomizalt a program. S6t ahhoz, hogy egyéltalan véget érjen és ne fusson
orokké vagy ne szakadjon félbe, c értékét negativnak kell venni, valamint ugy érdemes beallitani, hogy
az a [—2,—1] intervallumba essen. Példaul —2 alatt a Julia-halmaz mar totéalisan szétesGvé valik.
Ennek okat a dolgozat keretein beliil nem targyaljuk. Egyébirant pedig akar a p-fiiggvény szerint is
programozhattam volna.
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