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Előzmény

Tétel

Legyen p egy páratlan pŕım. Ha x , y , z ∈ Z úgy, hogy xp + yp = zp akkor
xyz = 0.

Tétel (Kummer, 1850)

Ha p és Q(ζp) osztályszáma relat́ıv pŕımek akkor az előző tétel igaz p-re.

Sajnálatosan végtelen sok olyan pŕım van, amire a feltétel nem teljesül.
Ezeket irreguláris pŕımeknek h́ıvjuk.
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Előzmény

Iwasawa az 1950-es években az Fn = Q(ζpn) alakú testeket vizsgálta.
Ezek egy nővekvő bőv́ıtését alkotják Q-nak

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ . . .

Vizsgálata során az CL(Fn) osztálycsoport An p-Sylow csoportjának
nagyságát nézte n-től függően.

Tétel (Iwasawa, 1958)

Minden p pŕımre léteztek λ, µ, c nemnegat́ıv egészek amelyekre teljesül,
hogy ha n elég nagy akkor

logp|An| = λn + µpn + c .
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Filtrálás

Defińıció (gyűrű filtrálás)

Legyen R egy gyűrű. Filtrálásnak nevezzük R-n azt a függvényt

v : R → R≥0 ∪ {∞}

amire teljesüknek a következők ∀r , s ∈ R-re

v(r − s) ≥ min(v(r), v(s))

v(rs) ≥ v(r) + v(s)

v(1) = 0

v(0) =∞.

Jelölés

Legyen (R, v) egy filtrált gyűrű. Ennek a gyűrűnek létezik ideáljainak egy
családja Rλ = {r ∈ R|v(r) ≥ λ}, amikre teljesül, hogy

Rλ =
⋂
µ<λ

Rµ ∀λ ∈ R≥0.
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Teĺıtés

Defińıció (Teĺıtés)

A következő műveletet nevezzük az (R, v) filtrált gyűrű teĺıtésének

R̂ = lim←−R/Rλ

= {(rλ + Rλ)λ∈R≥0 ∈
∏

λ∈R≥0

R/Rλ|(∀µ < λ) rλ + Rµ = rµ + Rµ},

ı́gy egy gyűrűt kapunk és a műveletet koordinátánként végezük. Továbbá
létezik egy természetes gyűrű homomorfizmus R → lim←−R/Rλ,
r 7→ (r + Rλ). Azt mondjuk, hogy (R, v) filtrált gyűrű teljes, ha a
természetes homomorfizmus izomorfizmus.
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Fokszámozott gyűrű

Defińıció (fokszámozott gyűrű)

Legyen A egy gyűrű. A fokszámozott gyűrű, ha létezik egy
A =

⊕
λ∈R≥0 Aλ felbontása abel csoportok direktösszegére és minden

λ, µ ∈ R≥0-re AλAµ ⊂ Aλ+µ.

Defińıció (Asszociált fokszámozott gyűrű)

Legyen (R, v) egy filtrált gyűrű és Rλ+ = {r ∈ R|v(r) > λ},
grλR = Rλ/Rλ+ minden λ ≥ 0-re részgyűrűk. Ekkor az R-hez asszociált
fokszámozott gyűrű a következő fokszámozott gyűrű

grR =
⊕

λ∈R≥0

grλR

ahol a szorzás a következő bilineáris leképezés

grλR × grµR → grλ+µR

(r + Rλ+)(s + Rµ+) 7→ rs + R(λ+µ)+ .
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Csoport filtrálás és p-értékelt csoport

Defińıció

Legyen G egy csoport. Filtrálásnak nevezzük azt a függvényt G -n,
ω : G → R>0 ∪ {∞}, amire teljesül, hogy

ω(xy−1) ≥ min(ω(x), ω(y)) minden x , y ∈ G .

ω(x−1y−1xy) ≥ ω(x) + ω(y).

Ezt a csoportot (G , ω) filtrált csoportnak nevezzük. Egy filtrálás
szeparált, ha ω−1(∞) = {eG}.

Defińıció

Legyen p egy pŕım. A szeparált filtrálást G -n p-értéknek nevezzük, ha
minden g ∈ G

ω(g) > 1
p−1,

ω(gp) = ω(g) + 1.
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p-értékelt csoport

Lemma

Legyen G egy csoport és rajta egy p-érték ω ekkor minden λ > 0− ra

grG := Gλ/Gλ+ p rendű.

G/Gλ egy p-csoport

G torziómentes.

Defińıció (Asszociált fokszámozott csoport)

Az asszociált fokszámozott csoportja a G p-értékelt csoportnak

grG =
⊕

λ∈R>0

Gλ/Gλ+ .

Megjegyzés

Asszociált fokszámozott csoportot lehet általánosan is definiálni filtrált
csoportokra.
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Lie-algebra struktúra

Defińıció

Minden λ, µ > 0-ra legyen

[−,−] : grλG × grµG → grλ+µG

és
[xGλ+ , yGµ+ ] 7→ (x , y)Gλ+µ+ .

Álĺıtás

A grG egy Z−Lie algebrát alkot [−,−]-nek a Z−bilineáris kiterjesztése.
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p-értékel csoport, mint Fp[t]-Lie algebra

Álĺıtás

Legyen (G , ω) egy p-értékelt csoport. Ekkor létezik csoport
homomorfizmusok egy családja

Pλ : grλG → grλ+1G

és
xGλ+ 7→ xpGλ+1+ .

Továbbá ha a ∈ grλG és b ∈ grµG ekkor [Pλa, b] = Pλ+µ[a, b].

Észrevétel

Előbbi Pλ-k direkt összege
⊕

Pλ egy 1 fokszámú operátor grG -n.

következmény

Legyen (G , ω) egy p-értékelt csoport. Ekkor grG egy fokszámozott
Fp[t]−Lie algebra, ahol t úgy hat, mint P és a fokszáma 1.
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Topológiája és teljessége

Defińıció

Legyen (G , ω) egy filtrált csoport. Meg tudunk határozni egy topológiát
G -n úgy, hogy egy részhalmaz nýılt akkor és csak akkor, ha gGλ alakú
mellékosztályok uniója.

Defińıció

Legyen (G , ω) egy filtrált csoport. Ekkor a csoport teĺıtése alatt a
következőt értjük

Ĝ = lim←−
λ>0

G/Gλ = {(gλGλ)λ>0 ∈
∏
λ>0

G/Gλ|gλGµ = gµGµ minden µ < λ}.

Azt mondjuk, hogy G teljes, ha a természetes csoport homomorfizmus

G → Ĝ

g 7→ (gGλ)λ>0

egy izomorfizmus.
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p-adikus hatványozás

Lemma

Legyen x ∈ G és λ ∈ Zp. Ekkor egyértelműen létezik egy xλ ∈ G olyan,
hogy minden t > 0, xλGt = xλtGt , ha λt ∈ Z és vp(λ− λt) ≥ t.

Defińıció

Legyen G egy teljes p-értékelt csoport és x ∈ G . Az előző lemmában
adott függvényt a p-adikus hatványozásnak h́ıvjuk.
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p-értékelt csoportok

Következmény

Minden teljes véges rangú p-értékelt csoport véges p-csoportok inverz
limesze.

Példa

A következő csoport egy p-értékelt(pro-p is) csoport

U(1) = Ker(GLn(Zp)→ GLn(Fn)) = {I + pA|A ∈ Zp}

A filtrálást A-nak az összes értéke közül a legkisebb p-hatvány határozza
meg. Az is világos, hogy v((I + pA)p) = I + pA+ · · · = v(I + pA) + 1.
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Csoportgyűrű

Jelölés

Mostantól O egy teljes diszkrét értékű gyűrű úgy, hogy k = O/pO egy p
karakterisztikájú test. Továbbá legyen (G , ω) egy p-értékelt
csoport.Ekkor minden λ ≥ 0-ra

O[G ]λ = O ·{pr (g1−1) . . . (gs −1)|r +
s∑

i=1

ω(gi ) ≥ λ ∀g1, . . . , gs ∈ G}.

Lemma

Az előbbi család (O[G ]λ)λ>0 definiál egy filtrált algebrát (O[G ], v)-n.
Továbbá grO[G ]-t nézhetjük, mint egy fokszámozott k[t] algebra.
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O[G ] Lie-algebra struktúrája

Álĺıtás

A következő függvények családja

ϕλ : grλG → grλO[G ]

gGλ+ 7→ (g − 1) +O[G ]λ+ ,

indukálnak egy leképzést a fokszámozott Fp[t]-Lie algebrákon

ϕ =
⊕

ϕλ

és grO[G ]-en a kommutátorok adják a Lie struktúrát.
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Univerzális burkoló algebra

Defińıció

Legyen g egy k-Lie algebra. Ekkor g-nek létezek egy univerzális burkoló
algebrája U(g) = k < g > /(xy − yx − [x , y ]).

Álĺıtás

Az előző álĺıtásban megadott fokszámozott Fp[t]-Lie algebra leképzés
kiterjed egy szürjekt́ıv fokszámozott k[t]-algebra homomorfizmussá

ϕ : Uk[t](k ⊗Fp grO[G ])→ grO[G ].
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Frame Title

Lemma

Ha H egy véges p csoport és JH = ker(k[H]→ k) ekkor JH nilpotens.

Következmény

Minden m ∈ N és s ∈ R>0 a következő homomorfizmus magja nilpotens
(O/pmO)[G/Gs ]→ k .

Következmény

Minden m ∈ N és s ∈ R>0 létezik λ ∈ R≥0 amire teljesül, hogy
O[G ]λ ⊂ ker(ψs,m : O[G ]→ (O/pmO)[G/Gs ]).

Tétel

A következő fokszámozott Fp algebra morfizmus

ϕ : Uk[t](k ⊗Fp grG )→ grO[G ]

egy izomorfizmus.
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Iwasawa Algebra

Defińıció

Azt mondjuk, hogy egy topológikus csoport G provéges, ha izomorf egy
véges csoportoknak inverz limeszével. Azt mondjuk, hogy pro-p, ha a
véges csoportok p-csoportok.

Defińıció

Minden kommutat́ıv R gyűrűre és G provéges csoportra létezik a teljes R
együtthatós csoportgyűrű, ami

RG = R[[G ]] = lim←−
N⊴G

R[G/N].

Ha R = Zp és G -nek létezik egy nýılt normálosztója N, amin megadható
egy ω p-értékelést, amivel (N, ω) egy véges rangú teljes p−értékű
csoportot alkot. Ekkor RG -t egy Iwasawa algebrának h́ıvunk.
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Keresztszorzat

Defińıció

R ∗ H gyűrűt R gyűrűnek és H csoportnak a keresztszorzatának h́ıvjuk,
ami tartalmazza R-t mint részgyűrűt és egységek olyan halmazát
H̄ = {h̄|h ∈ H} amire teljesül a következők

R ∗ H egy szabad R-balmodulus, amit H → R ∗ H; h 7→ h̄ general és

minden x , y ∈ H; x̄R = Rx̄ és x̄ ȳR = x̄yR.

Lemma

Ha H egy nýılt normálosztója G -nek akkor H-nak az indexe véges.
Továbbá RG = RH ∗ G/H.

Tétel

Legyen (G , ω) egy véges rangú teljes p-értékelt csoport. Ekkor

OG ≃ lim←−
λ∈R≥0

O[G ]/O[G ]λ.
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Nővekvő filtrálás

Defińıció

Legyen R egy gyűrű. Ekkor N0-filtráció az (FnR)n∈N0 részcsoportoknak
növekvő családja R-ben amire teljesül, hogy

1 ∈ FnR minden n ∈ N0;

FnRFmR ⊆ Fn+mR minden n,m ∈ N0 és

R =
⋃

n≥0 FnR.

Minden N0-filtrációhoz R-en létezik egy asszociált fokszámozott gyűrűje
R-nek, ami az N0-fokszámozott gyűrű

grR =
⊕
n∈N0

FnR/Fn−1R

(F−1R = 0) és a szorzás a következő bilineáris leképzés adja meg

(FnR/Fn−1R)× (FmR/Fm−1R)→ Fn+mR/Fn+m−1R

(r + Fn−1R, s + Fm−1R) 7→ rs + Fm+n−1
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Az Iwasawa algebra noether

Álĺıtás

Legyen R egy gyűrű és rajta egy növekvő vagy csökkenő filtrálás rajta.
Ekkor

1 grR nullosztómentes akkor és csak akkor, ha R nullosztómentes,

2 grR noether (és csökkenő esetben, R legyen teljes és v(R≥0 \ 0)
diszkrét és zárt R≥0-ban) ekkor R is noether.

Következmény

Ha (G , ω) egy véges rangú teljes p-értékelt csoport, akkor OG egy
noether nullosztómentes.

Következmény

Minden ZpG Iwasawa algebra noether.
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