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El6zmény

Legyen p egy pératlan prim. Ha x,y,z € Z ugy, hogy xP + yP = zP akkor
xyz = 0.

Tétel (Kummer, 1850)

”_

Ha p és Q(¢,) osztalyszdma relativ primek akkor az elézé tétel igaz p-re.

Sajnélatosan végtelen sok olyan prim van, amire a feltétel nem teljesiil.
Ezeket irregularis primeknek hivjuk.
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El6zmény

Iwasawa az 1950-es években az F, = Q((,r) alaki testeket vizsgdlta.
Ezek egy névekvd bovitését alkotjdk Q-nak

FrCFHRC---CF,C...

Vizsgélata soran az CL(F,) osztélycsoport A, p-Sylow csoportjdnak
nagysagat nézte n-tol fliggben.
Tétel (Iwasawa, 1958)

Minden p primre léteztek A, i, c nemnegativ egészek amelyekre teljestil,
hogy ha n elég nagy akkor

logp|An| = An+ up" + c.
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Filtralas

Definicié (gyiiri filtralds)

Legyen R egy gylrii. Filtrdldsnak nevezziik R-n azt a fliggvényt
v:R = R20U {0}

amire teljesiiknek a kovetkezék Vr,s € R-re
e v(r—s) > min(v(r), v(s))

@ v(rs) > v(r)+ v(s)

e v(1)

e v(0)

0
00.

Jelolés

Legyen (R, v) egy filtralt gyiirli. Ennek a gyliriinek |étezik idedljainak egy
csalddja Ry = {r € R|v(r) > A}, amikre teljesiil, hogy

Ri=[)R. YAeR=
<\
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Definicié (Telités)

A kovetkezé miiveletet nevezziik az (R, v) filtrdlt gylir( telitésének

R=limR/Ry
={(n+Rrerz0 € [] R/RM(i < X) ra+Ru=ru+ Ry},
A€R20

igy egy gylrit kapunk és a miiveletet koordindtanként végeziik. Tovabba
létezik egy természetes gylirli homomorfizmus R — lim R/Ry,

r— (r+ Ry). Azt mondjuk, hogy (R, v) filtralt gylirii teljes, ha a
természetes homomorfizmus izomorfizmus.
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Fokszamozott gylirii

Definicié (fokszdmozott gylirii)

Legyen A egy gyiirii. A fokszamozott gylirii, ha létezik egy
A= @, p>o Ax felbontdsa abel csoportok direktosszegére és minden
A\ € R=0-re A)\AH C A/\+H'

Definicié (Asszociélt fokszamozott gylirii)

Legyen (R, v) egy filtralt gylirli és Ry« = {r € R|v(r) > A},
grnR = R\/Rx+ minden X\ > 0-re részgyiirlik. Ekkor az R-hez asszocidlt
fokszamozott gylirli a kovetkez6 fokszamozott gylirii

grR = @ gnRk
AER=0

ahol a szorzas a kovetkezé bilinedris leképezés
gnR x gruR — gnyu.R

(r =+ R)\+)(S =+ Rﬂ*) — rs + R()\+#)+.
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Csoport filtralas és p-értékelt csoport

Definicio

Legyen G egy csoport. Filtralasnak nevezziik azt a fliggvényt G-n,
w: G — R>°U {oo}, amire teljesiil, hogy

o w(xy~1) > min(w(x),w(y)) minden x,y € G.

o w(xlyThxy) > w(x) +w(y).
Ezt a csoportot (G,w) filtralt csoportnak nevezziik. Egy filtrdlds
szeparalt, ha w1(c0) = {eg}-

Definicié
Legyen p egy prim. A szepardlt filtralast G-n p-értéknek nevezziik, ha

minden g € G

° w(g) > ﬁ

° w(gf) =w(g)+1L

Pélffy Patrik Daniel Nemkommutativ lwasawa-elmélet



p-értékelt csoport

Lemma

Legyen G egy csoport és rajta egy p-érték w ekkor minden A > 0 — ra
@ grG := G)/Gy+ p rendi.
e G/G) egy p-csoport
@ G torzidmentes.

Definicié (Asszocialt fokszdmozott csoport)

Az asszocidlt fokszamozott csoportja a G p-értékelt csoportnak

ng = @ G)\/G)\Jr.

AER>0

Megjegyzés

Asszocialt fokszamozott csoportot lehet dltalanosan is definidlni filtralt
csoportokra.
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Lie-algebra struktira

Definicié

Minden A, i > O-ra legyen

[—,—]:8nG x gr,G — grn,G

[XG)\+,yGN+] — (X, y)G>\+“+.

Allitas

A grG egy Z—Lie algebrat alkot [—, —]-nek a Z—bilinedris kiterjesztése.
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p-értékel csoport, mint F,[t]-Lie algebra

Allitas
Legyen (G, w) egy p-értékelt csoport. Ekkor létezik csoport
homomorfizmusok egy csaladja

Py :gnG — grni1G

XG,\+ — XPG)\+1+.

Tovabbd ha a € gr\G és b € gr,, G ekkor [Pya, b] = Pyy,[a, b].

Eszrevétel

Elébbi Py-k direkt dsszege @ Py egy 1 fokszamu operator grG-n.

kovetkezmény

Legyen (G, w) egy p-értékelt csoport. Ekkor grG egy fokszamozott
F,[t]—Lie algebra, ahol t tigy hat, mint P és a fokszama 1.
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Topoldgiaja és teljessége

Definicié

Legyen (G, w) egy filtrdlt csoport. Meg tudunk hatdrozni egy topoldgiat
G-n gy, hogy egy részhalmaz nyilt akkor és csak akkor, ha gG, alakdi
mellékosztdlyok unidja.

Definicié
Legyen (G, w) egy filtrdlt csoport. Ekkor a csoport telitése alatt a
kovetkezét értjlk

G = 1im G/Gx = {(gxG\)x>0 € | G/GulgrG, = g, G, minden pu < A}.
A>0 A>0

Azt mondjuk, hogy G teljes, ha a természetes csoport homomorfizmus

G- G

g — (8GA)xr>o0

egy izomorfizmus.
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p-adikus hatvanyozds

Legyen x € G és A € Z,,. Ekkor egyértelmiien létezik egy x* € G olyan,
hogy minden t > 0, x*G; = x Gy, ha Ay € Z és vp(A — ;) > t.

Definicié
Legyen G egy teljes p-értékelt csoport és x € G. Az el6z6 lemmdaban
adott fuggvényt a p-adikus hatvanyozdsnak hivjuk.
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p-értékelt csoportok

Kovetkezmény

Minden teljes véges rangl p-értékelt csoport véges p-csoportok inverz
limesze.

Példa
A kovetkezé csoport egy p-értékelt(pro-p is) csoport

UW = Ker(GL,(Z,) — GL,(F,)) = {I + pAIA€ Z,}

A filtralast A-nak az osszes értéke kozil a legkisebb p-hatvany hatdrozza
meg. Az is vildgos, hogy v((/ + pA)P) =1+ pA+--- = v(l + pA) + 1.
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Csoportgytirii

Jelolés

Mostantdl O egy teljes diszkrét értékii gylir(i dgy, hogy k = O/pQO egy p
karakterisztikdju test. Tovabb3 legyen (G,w) egy p-értékelt
csoport.Ekkor minden A > 0-ra

O[G]A = O{pr(gl_l) te (g5—1)|r+ZW(g,) > A vgla -,8s € G}
i=1

Lemma

Az el8bbi csaldd (O[G]x)r>0 definidl egy filtrdlt algebrat (O[G], v)-n.
Tovabba grO[G]-t nézhetjiik, mint egy fokszdmozott k[t] algebra.
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O|[G] Lie-algebra struktiraja

Allitas
A kovetkezo fliggvények csalddja

o g G — gnO[G]

gG,\+ — (g = 1) aF O[G])ﬁ—,

indukdlnak egy leképzést a fokszdmozott F,[t]-Lie algebrdkon

¢ =P éx

és grO[G]-en a kommutdtorok adjék a Lie struktdrat.
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Univerzalis burkolé algebra

Legyen g egy k-Lie algebra. Ekkor g-nek |étezek egy univerzalis burkolé
algebrdja U(g) = k <g> /(xy — yx — [x,y]).

Allitas
Az eléz6 allitasban megadott fokszdmozott F,[t]-Lie algebra leképzés
kiterjed egy sziirjektiv fokszdmozott k[t]-algebra homomorfizmussa

¢ Uiy (k ®r, grO[G]) — grO[G].
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Frame Title

Lemma

Ha H egy véges p csoport és Jy = ker(k[H] — k) ekkor Jy nilpotens.

Kovetkezmény

Minden m € N és s € R>? a kovetkezé homomorfizmus magja nilpotens

(O/pTO)[G/Gs] = k.

Kovetkezmény

Minden m € N és s € R>0 létezik A € RZ0 amire teljesiil, hogy
O[G]x C ker(s,m : O[G] — (O/pmO)[G/Gs)).

Tétel

A kovetkez6 fokszamozott I, algebra morfizmus
¢ : Uq(k ©F, grG) — gro[G]

egy izomorfizmus.
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lwasawa Algebra

Definicié

Azt mondjuk, hogy egy topoldgikus csoport G provéges, ha izomorf egy
véges csoportoknak inverz limeszével. Azt mondjuk, hogy pro-p, ha a
véges csoportok p-csoportok.

Definicio

Minden kommutativ R gyliriire és G provéges csoportra létezik a teljes R
egylitthatds csoportgylirti, ami
RG = R[[G]] = I|<_m R[G/N].
N<G
Ha R = Z, és G-nek létezik egy nyilt normalosztéja N, amin megadhaté
egy w p-értékelést, amivel (N,w) egy véges rangi teljes p—értékii
csoportot alkot. Ekkor RG-t egy lwasawa algebranak hivunk.
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Keresztszorzat

Definicid

R x H gylirit R gylriinek és H csoportnak a keresztszorzatanak hivjuk,
ami tartalmazza R-t mint részgyiiriit és egységek olyan halmazat
H = {h|h € H} amire teljesiil a kdvetkez6k

® R H egy szabad R-balmodulus, amit H — R x H; h — h general és
@ minden x,y € H; xR = Rx és xyR = xyR.

Lemma

Ha H egy nyilt normélosztéja G-nek akkor H-nak az indexe véges.
Tovabbd RG = RH x G/H.

Tétel

Legyen (G, w) egy véges rangl teljes p-értékelt csoport. Ekkor

0G ~ lim O[G]/O[G].

AeR>°
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N6vekvo filtralds

Legyen R egy gyliri. Ekkor No-filtracié az (F,R)pen, részcsoportoknak
novekvo csaladja R-ben amire teljesiil, hogy

@ 1 € F,R minden n € Ng;

® F,RFLR C FrimR minden n,m € Ny és

o R=J,>o FnR.

Minden No-filtraciéhoz R-en létezik egy asszocidlt fokszamozott gyiiriije
R-nek, ami az Ny-fokszamozott gyliri

grR = EB FoR/Fn_1R

neNy
(FZ1R = 0) és a szorzas a kovetkezd bilinedris leképzés adja meg
(FaR/Fr—1R) x (FmR/Fm-1R) = FotmR/Fprim-—1R

(r+ FooiR,s + FaR) — rs + Foin—1
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Az lwasawa algebra noether

Allitss

Legyen R egy gylirii és rajta egy novekvo vagy csokkend filtralas rajta.
Ekkor

@ grR nullosztémentes akkor és csak akkor, ha R nullosztémentes,

@ grR noether (és csdkkend esetben, R legyen teljes és v(R=0\ 0)
diszkrét és zart R=%-ban) ekkor R is noether.

Kovetkezmény

Ha (G,w) egy véges rangl teljes p-értékelt csoport, akkor OG egy
noether nullosztémentes.

Kovetkezmény

Minden Z,G lwasawa algebra noether.
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