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A félév sordn Simon Wadsley [1] nemkommutativ Iwasawa algebrakrdl szolé eléadasat dolgoztam fel.

1. Filtralt és fokszamozott strukturak

1.1. Definicié. Legyen R egy gytrii. Filtraldsnak nevezziik R-n azt a fliggvényt
v:R—R2°U{cc}
amire teljestiknek a kovetkezok Vr, s € R-re
e v(r—s) = min(v(r),v(s))
o v(rs) > v(r) 4+ v(s)
e v(l)=0
e v(0) = oc.

1.2. Definicié. Legyen (R, v) és (S, w) filtrdlt gytirtik. A két gytir(i kozti filtralt gy{irti homomorfizmusnak nevezziik
azt a gylrii homomorfizmust, amire teljestl, hogy f: R — S és w(f(r)) > v(r) minden r € R—re.

1.3. Jeloblés. Legyen (R,v) egy filtrdlt gylirti. Ennek a gytiriinek létezik idedljainak egy csalddja Ry = {r €
R|v(r) > A}, amikre teljesiil, hogy

Ry=R
Ry =[] R.VA € R,
<A

1.4. Definicidé. A kovetkezé miiveletet nevezziik az (R, v) filtralt gyiir(i telitésének
R=1imR/Ry = {(rr+ Ra)aerz0 € [ R/RAl(Vi < A) ra+ Ry =1y + Ry},
AERZ0

igy egy gylriit kapunk és a miiveletet koordinatanként végeziik. Tovabba létezik egy természetes gytirti homomorfiz-
mus R — I&n R/Ry, 7~ (r+Ry). Azt mondjuk, hogy (R, v) filtralt gy{ir{i telitett, ha a természetes homomorfizmus
izomorfizmus.

1.5. Definicié. Legyen A egy gytirti. A fokszdmozott gyfirti, ha létezik egy A = €, >0 Ax felbontdsa abel
csoportok direktdsszegére és minden A, € R=0-re AyA, C Axip.

1.6. Definicié. Legyen (R,v) egy filtralt gylirQi és Ry+ = {r € R|v(r) > A}, graR = Ry/Rx+ minden A > O-re
részgylrik. Ekkor az R-hez asszocialt fokszamozott gyiri a kovetkezo fokszamozott gytri
grR = @ graR
pYSE
ahol a szorzas a kovetkez6 bilinedris leképezés
graR x gr, R — gray, R
(r+Ry+)(s+ R#Jr) = rs+ R(/\_,_H)Jr.



1.7. Definicié. Legyen A = @,cp>0 Ax és B = @D, cg>0 B fokszdmozott gyfirtik. Ekkor f : A — B egy
fokszamozott gylirii homomorfizmus, ha

e gylirit homomorfizmus
o f(A)) C By minden \ € R=0.

1.8. Definicié. Legyen G egy csoport. Filtraldsnak nevezziik azt a fiiggvényt G-n, w : G — R>% U {co}, amire
teljesiil, hogy

o w(zy™!) > min(w(z),w(y)) minden z,y € G.
o« wlzTlyTay) > w(z) +w(y).
Ezt a csoportot (G,w) filtrélt csoportnak nevezziik

1.9. Lemma. Legyen (G,w) egy filtralt csoport. Ekkor minden z,y € G

1. w(eg) =

2. w(z) =w(@™?t)

3. w(yloy) = w(z)

1. w(zy) = min(w(z), w(y)), ha w(@) £ w(y)

5. Ha H egy részcsoportja G-nek akkor w|y egy filtralas H-n.

1.10. Definicié. Egy filtrdlds szeparalt, ha w1 (o0) = {eg}.

1.11. Lemma. Minden filtralt (G,w) csoportra és A > O-ra, G és G+ normaloszt6i G-nek. Tovabbd G/Gy+ C
Z(G/Gx+).

1.12. Tétel. (Hall-Petrescu Formula) Legyen G egy csoport és z,y € G n € N. Ekkor

(3).(5)  m

"y = (zy)"ey? 3 . Lep_qen
valamilyen ¢; € v,(G).(vi(G) az alsé centrélis lanc tagjai.)

1.13. Definicié. Az asszocialt fokszamozott csoportja G-nek

grG = P GA/Gxs.

AER>O
Mostantdl graG-t fogunk irni G /Gx+ helyett.
1.14. Definicié. Minden A, u > O-ra legyen
[—, =] graG x gruG = graeuG

és
[2G A+, yG o+ ] = (2, 9) Gyt

1.15. Allités. A grG egy Z—Lie algebrét alkot [—, —]-nek a Z—bilinedris bévitésével.



2. p-értékelt csoportok
2.1. Definicié. Legyen p egy prim. A szeparalt filtraldst G-n p-értéknek nevezziik, ha minden g € G
1
« w(g) >
s w(g?) =w(g) + 1.
2.2. Lemma. Legyen G egy csoport és rajta egy p-érték w ekkor minden A > 0 — ra
o G\/Gy+ p rendii.
o G/G\ egy p-csoport
o ( torziémentes.

2.3. Lemma. Legyen G egy csoport, amin létezik egy p-érték w. Legyen x,y € G,n € N és w(y) > w(x), ekkor a
kovetkezok igazak

o w(@ Py P(zy)?) > wly) +1
o w(x Py P") =w(z"'y) +n minden n > 0.
2.4. Allitas. Legyen (G,w) egy pértékelt csoport. Ekkor 1étezik csoport homomorfizmusok egy csaliddja
Py : graG — gra1G
és
$G)\+ — mpG)\JrlJr.
Tovabbé ha a € graG és b € gr,G ekkor [Pya,b] = Pxi,[a,b].
2.5. Eszrevétel. El6bbi Py-k direkt Gsszege P Py egy 1 fokszdmi operétor grG-n.

2.6. Kovetkezmény. Legyen (G,w) egy pértékelt csoport. Ekkor grG egy fokszamozott F),[t]—Lie algebra, ahol ¢
gy hat, mint P és a fokszama 1.

2.7. Lemma. grG torziémentes F,[t|—modulus.

2.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy (G, w) pértékelt csoport véges rangd, ha grG végesen generalt F,[t]—modulus.
Ekkor (G,w) rangja a legkisebb generdtor halmaz szamossédga.

2.9. Lemma. Legyen (G, w) egy véges rangu pértékelt csoport és g1, ..., ga € G olyan elemek, hogy {c(¢g1),...,0(g4)}
generdljdk G-t mint F,[t]-modulus. Ekkor

o Minden z € G\ {e} léteznek olyan egészek ni,...,ng, hogy w(g;) + vp(n;) = w(x), ha n; # 0 és o(x) =
a9yt ... gy").
o w(G\{e}) egy diszkrét részhalmaza R-nek.

2.10. Definicié. Legyen (G,w) egy filtralt csoport. Meg tudunk hatdrozni egy topologidt G-n gy, hogy egy
részhalmaz nyilt akkor és csak akkor, ha gG) alakd mellékosztalyok unidja.

2.11. Definicié. Legyen (G,w) egy filtralt csoport. Ekkor a csoport telitése alatt a kovetkezét értjik

G =1im G/Gy = {(92G)rs0 € [[ G/GAlgrGyu = 9,.G) minden i < A},
> A>0

>
(e}

Azt mondjuk, hogy G telitett, ha a természetes csoport homomorfizmus

G— G

g+ (9Gx)a>0

egy izomorfizmus.



A

2.12. Lemma. Legyen x € G és A € Z,. Ekkor egyértelmtien létezik egy x* € G olyan, hogy minden ¢ > 0,

2 Gy = 2™ Gy, ha A\, € Z és vp(A =) > .

2.13. Definicié. Legyen G egy telitett pértékelt csoport és x € G. Az el6z6 lemmaban adott fiiggvényt a p-adikus
hatvanyozasnak hivjuk.

2.14. Allitas. Legyen (g1,---,94) nem egységeknek d-ese G—ben. A kovetkezo allitdsok ekvivalensek
o 0(91),-..,0(g94) € grG linedrisan fiiggetlenck F,[t] {6lott.
e w(g*) = min{w(g;) + vp(A;)} minden X € Z7.
o w((g")'g*) = min{w(g;) + vp(Xi — )} minden A, p € Z7.
2.15. Definicié. A kovetkezé rendezett n-es (g1, ..., g,) rendezett bazisa (G,w)-nek, ha a Z7 — G; A g egy
bijekcid és
w(g?) = min{v,(\;) +w(g;)} minden \ € Z,.
2.16. Tétel. Legyen (G,w) egy telitett pértékelt csoport és {g1,...,g4} C G. A kovetkezd &llitdsok ekvivalensek
o {0(g1),...,0(ga)} egy szabad generator rendszere grG-nek F,[t] folott.
e (91,.--,9q) egy rendezett bézisa G-nek.
Legyen (g1,...,9n) egy rendezett bazisa G-nek és minden s € R-re legyen n; = n;(s) = inf{n € No|gfn € Gs}.
1. (gf?, e ,ggg) egy rendezett bazisa (Gs,w|q,)-nek.
2. G/Gs = {g*Gs|0 < \; < p™ minden i = 1...d}.
3. |G/Gs| = ptittna,

2.17. Kovetkezmény. Minden telitett véges rangu pértékelt csoport egy véges p-csoport inverz limesze.

3. Csoportgytriik

3.1. Jelolés. Mostantdl O egy teljes diszkrét értékli gytiri ugy, hogy k = O/pO egy p karakterisztikdja test.
Tovabbé legyen (G, w) egy pértékelt csoport.Ekkor minden A > O-ra

OlGIx=0-{p"(g1 —1)...(g9s — 1)Ir+Zw(gi) > \Vg1,...,9s € G}.

3.2. Lemma. Az elébbi csaldd (O[G]y)a>o definidl egy filtralt algebrat (O[G], v)-n. Tovabbéd grO[G]-t nézhetjik,
mint egy fokszdmozott k[t] algebra.

3.3. Allitas. A kovetkezé fiiggvények csalddja
o graG — graO[G]

9G+ = (9 — 1) + O[G]x+,
indukalnak egy leképzést a fokszdmozott F,,[t]-Lie algebrakon

¢ =P oa

és grO|GJ-en a kommutatorok adjak a Lie strukturat.

3.4. Definicié. Legyen g egy k-Lie algebra. Ekkor g-nek létezek egy univerzdlis burkolé algebrdja U(g) =k < g >
[(zy —yx — [z,y]).



3.5. Allitas. Az el6z6 allitdsban megadott fokszdmozott F,[t]-Lie algebra leképzés kiterjed egy sziirjektiv foksza-
mozott k[t]-algebra homomorfizmussa

¢ : Uk[t] (k ®Fp gr(’)[G]) — gT‘O[G].
3.6. Lemma. O[G/G;]-ben {b%|a € Nd} egy bazisit alkotja egy O-modulusnak.

3.7. Kovetkezmény. A kovetkezd halmaz linerdlisan fiiggetlen O[G] folott
{b%*a € NI}
3.8. Lemma. Ha H egy véges p csoport és Jy = ker(k[H] — k) ekkor Jy nilpotens.

3.9. Kévetkezmény. Minden m € N és s € R>? a kovetkezé homomorfizmus magja nilpotens (O/p™O)[G/Gs] —
k.

3.10. Kévetkezmény. Minden m € N és s € R”0 létezik A € R=0 amire teljesiil, hogy O[G]\ C ker(¢s m : O[G] —
(O/p™O)[G/Gy)).

3.11. Jelblés. Legyen
B=p ob* c 0[G]

aeNg

és tovabbd u : B — R=9 U {oo}
d

U(Z rob®) = min{v,(r,) + Z a;w(g:)}

i=1

és By = {x € Blu(z) > A}.

3.12. Lemma. Minden \ < p € RZY létezik egy természetes leképezés
B\/B, — O[G]\/O[G],

. Ez a leképezés sziirjektiv.

3.13. Allitas. v(z) = u(z) minden = € B.

3.14. Tétel. (Poincaré-Birkhofl-Witt) Legyen g egy Lie algebra A kommutativ gyfirti felett. Tovdbbd legyenek

Z1,..., %y gernerdljdk g-t, mint A-modulus. Ekkor minden eleme U(g)-nak A linedris kombindcidja a generdtor
elemek valamekkora hatvényéval, azaz = € U(g) = 2 + --- 4+ zF» valamely k; € Ny. Tovébba ha 1, ..., z, egy
szabad generdtor rendszerét alkotjak g—nek A f6l6tt akkor x’fl, ..., xkn is U(g)-nek.

3.15. Tétel. A kovetkezd fokszadmozott F), algebra morfizmus
o Uk[t](k QF, grG) — g?“(’)[G]
egy izomorfizmus.

3.16. Definicié. Legyen I egy rendezett halmaz gy, hogy minden i, j € I-re létezik egy k € I, hogy i < k,j < k.
Minden ¢ € I-re legyen A; egy halmaz és tegyiik fel, hogy ha ¢ < j akkor létezik egy leképzés ¢;; : A; — A;, hogy
@i =id és @jrPi; = ¢ik, ha © < j < k. Ezt egy inverz rendszernek nevezziik.

Legyen A =[] 4; és definidljuk az inverz limeszt tigy, hogy

WmA; ={(...,ai,...) € Alpp;(ar) = a;, ha j < k}.
A A — A, projekcié indukal egy leképzést ¢; : @Ai — A

3.17. Lemma. Legyen R egy gylirl. {I,}aca és {Js}pen idedlok csalddja, amire teljesiil, hogy minden « € A
létezik B € B, hogy Jg C I, és forditva. Ekkor létezik egy természetes izomorfizmus

lim R/ I, ~ lim R/J.
A B

(@31



3.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy topoldgikus csoport G provéges, ha izomorf egy véges csoportoknak inverz
limeszével. Azt mondjuk, hogy pro-p, ha a véges csoportok p-csoportok.

3.19. Definicié. Minden kommutativ R gytrilire és G provéges csoportra létezik a telitett R egylitthatés csoport-
gyuri, ami

RG = R[[G]] = lim RIG/N].
N<G

Ha R = Z,, és G-nek 1étezik egy nyilt normélosztéja N, amin megadhaté egy w p-értékelést, amivel (N, w) egy véges
rangu telitett p—értékl csoportot alkot. Ekkor RG-t egy Iwasawa algebranak hivunk.

3.20. Definici6é. R * H gyfirlit R gytirlinek és H csoportnak a keresztszorzatdnak hivjuk, ami tartalmazza R-t
mint részgylir(it és egységek olyan halmazat H = {h|h € H} amire teljesiil a kovetkezSk

o R H egy szabad R-balmodulus, amit H — R x H; h — h general és
e minden z,y € H; xR = Rx és tyR = zyR.
3.21. Lemma. Ha H egy ny{lt normdlosztdja G-nek akkor H-nak az indexe véges. Tovabba RG = RH « G/H.

« s

O|G]-n. Ekkor
OG ~ lim O[G]/O[G]x.

AERZ0

3.23. Definicié. Legyen R egy gyfirli. Ekkor Ny-filtrdcié az (Fj, R)nen, részesoportoknak novekvé csalddja R-ben
amire teljestl, hogy

e 1€ F,R minden n € Np;
e FoRF,RC F, R minden n,m € Ny és
. }%:::Lano‘Fh}%

Minden Ny-filtraciohoz R-en létezik egy asszocialt fokszamozott gytriije R-nek, ami az Ny-fokszamozott gytri

grR= P F.R/F, 1R
neNy

(F_1R = 0) és a szorzas a kovetkez6 bilinedris leképzés adja meg
(FoR/Fp_1R) X (FiR/Fp—1R) = FroymR/Fpym—1R
(r+F,_1R, s+ Fp_1R)—~rs+ Fpin_1
3.24. Allitas. Legyen R egy gylir(i és rajta egy novekvé vagy csokkend filtralas rajta. Ekkor
1. grR nullosztémentes akkor és csak akkor, ha R nullosztémentes,
2. grR noether (és csokkend esetben, R legyen telitett és v(RZ%\ 0) diszkrét és zart RZ%-ban) ekkor R is noether.
3.25. Kovetkezmény. Ha (G,w) egy véges rang telitett pértékelt csoport, akkor OG egy noether nullosztémentes.

3.26. Kovetkezmény. Minden Z,G Iwasawa algebra noether.
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