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1 Bevezetés

A téma alapvet6 célja a gorbék kozotti maximalis szamu érintések vizsgalata. Két gorbe, akkor érinti
egymast, ha pontosan egy kozos pontjuk van és ebben a metszéspontban nem keresztezik, hanem
érintik egymést (pontos definidlés lentebb).

A téma sikbeli gorbékkel foglalkozik, amik alatt Jordan-goérbéket értiink, vagyis egy injektiv folytonos
fiiggvény képe egy zart intervallumbél R%-be. Mivel ilyen dltaldnos gorbék esetén dltaldban nem érdekes
kérdés, emiatt legtobbszor specidlis gorbecsaladok esetével foglalkozunk. Egy gérbét x-monoton-nak
hivunk, ha nincs két olyan pontja, melyeknek az x-koordinataja megegyezne. Olyan gorbecsaladokkal
foglalkozunk, amelyekben minden goérbepar metszéspontjainak szama véges. Egy gorbecsaladot t-
metszo-nek hivunk, ha a csalddban szerepl6 gorbeparok metszéspontjainak szdma legfeljebb ¢. Tovabba
egy gbrbét bi-infinit-nek hivunk, ha barmely x-koordinita esetén van olyan gorbebeli pont, amely
felveszi azt.

Két gorbének p metszéspontja, akkor keresztezési pont, ha van egy kis D kor, aminek a kézéppontja
p és nincs benne tobb metszéspontja a két gorbének, tovabba mindketté gérbe pontosan 2 pontban
metszi D-nek a hatarat és ezen 4 pont ciklikus sorrendjében nincs ketté egymasutani pont, amely egy
gorbéhez tartozik. Ha két gorbe pontosan egy olyan pontban metszi egymast, amely nem keresztezési
pont, akkor azt mondjuk, hogy a két gérbe abban a pontban érinti egymast. Ezen érintések szama a
gorbecsaldd érint6 parjainak szama. Természetesen lehetséges, hogy egy pontban tébb gorbe is érinti
egymast. Erre j6 példa az 2%* fiiggvények, ahol k € {1,2,...,n} és a [—1, 1] intervallumbél képezziik a
fliggvényeket. A tovdbbiakban minden gorbecsaladrdl feltessziik, hogy minden gérbehdrmasnak nincs
kozos pontja, hogy elobbi eset ne alljon fenn.

Adott egy gorbecsalad, akkor az érintégrafjukat az aldbbi médon definidljuk:
e a csucsal megfelelnek a gérbéknek,
e két csics kozott pedig él megy, ha a megfelelé gorbék érintik egymast.

Ezzel a megfogalmazdssal az a célunk, hogy bizonyos gorbecsalddok esetében felismerhetjiik, hogy
érintégrafuk mindig egy bizonyos fajtaji graf lesz (pl.: fagraf, sikgraf), amivel tudunk becslést adni az

érint6graf éleinek szamara. Kezdésnek tekintsiink két specialis esetet.



Abra 1.1: n sokszdg kézott O(n?) érintés.

Allitas 1.1. [4] Adott egy C n elemi gérbecsaldd, aminek minden metszéspontja érintési pont, ekkor

legfeljebb 3n — 6 az érintések szama a C csalddban, ahol n > 3.

Bizonyitds. A C gorbecsalad minden gorbéjéhez rendeljiink hozza reprezentald csiicsot, ezen pont
legyen a gorbe egy tetszOleges pontja, ami nem esik egybe egyetlen érintési ponttal sem. Az érintégraf
két csucsa kozott pedig fusson az alabbi mddon él, ha az adott két gorbe érinti egymast. Legyen ¢;
és co gorbék, amik érintik egymast és legyenek reprezentdld pontjaik F' és G. Ekkor az él induljon
F pontbdl és fusson ¢; goérbén egészen a ci N co érintési pontig, majd onnan haladjon tovabb co
gbérbén a G pontig. Ezt az élhtizasi miiveletet végezziik el minden érintési pont esetén, az vilagos, hogy
ebben az esetben lehetséges tobb él is egybe fog esni az adott gérbéken, de meggondolhatd, hogy ez a
folyamat precizzé tehetd, hogyha gorbéknek minimalis kiterjedést adunk, vagyis ”felftjjuk” Sket és az
élek behuzasa soran figyellink arra, hogy azok ne metszék el egymast. Ekkor az érintégrafrél lathatd,

hogy egy sikgraf lett, aminek éleire fennéll az Fuler-formula, vagyis legfeljebb 3n — 6 éle lehet. O

Allitas 1.2. [5] Adott eqy C n elemi gorbecsalad, aminek metszéspontjainak szimdra nincsen korldt,

ekkor elérhetd, hogy ©(n?) legyen az érintések szima a C csalddban.

Bizonyitds. A C csalddot osszuk ketté n/2 elemii gorbecsalddra, amiknek elemei paronként érintik
egymést, vagyis |n?/4| érintést adnak. Ezt még tigy is meg lehet tenni, hogy minden gorbe zdrt és
konvex. Az 1.1 dbra mutatja ezt az esetet és lathatd, hogy ebben az esetben sok metszéspont lesz egy
csaladban 1évé gorbék kozott.

O

Ezek alapjan lathatd, hogy érdekes eseteket leginkabb akkor kapunk, ha van fels6 korlatja egy
gbrbepar metszéspontjai szamanak. Elsének olyan eseteket fogunk vizsgalni, amikor két olyan csaladunk
van, amelyek mindegyike paronként diszjunkt goérbékbdl all. Masodjara pedig arra az esetre kon-

centralunk, amikor egy gorbecsaladunk van, amelynek gorbéi paronként metszik egymast vagy nem.

2 Két gorbecsalad érintéseinek szama

Ha a gorbe csalddunk kett6 gorbecsaldadbdl adddik Gssze (legyenek piros és kék gorbék a tovéabbiakban),
ekkor az érintégrafunk paros grafot alkot. Pach, Suk és Treml [8] cikkiikben tobb két gorbecsalddos



eredményt mutatnak be. Az egyik eredményiikben a gorbecsalddokat zart gérbék alkotjak és ezeknek

az érintési szamukra adnak felsd becslést.

Tétel 2.1. [8] Legyen C = P UK egy n > 5 darab konvex zdrt gorbékbdl dllo csaldd a sikban, ahol a
P és K csalddok paronként diszjunkt gorbékbél dllnak. Ekkor a P és K tagjai kézotti érintések szama
legfeljebb 4n — 16.

A tétel bizonyitdsa indukciéval torténik. A bizonyitas egyik {6 6tlete abban rejlik, hogy a konvex
alakzatokat lecseréljiik az érintési pontjaik altal meghatdrozott konvex burokra és tudjuk venni ezen
csucsokat egy graf csicsainak és az oldalakat, pedig éleknek a grafban. Természetesen, ekkor lesznek a
grafnak olyan lapjai, amik az eredeti sokszogek kozott nem szerepelnek. Ezen kiilsé oldalak a szamat
lehet feliilrdl becstilni, gy hogy ha két kiils6 haromszog oldal talalkozik egy pontban, akkor abban a
pontban az egyik bels6 sokszog legalabb 6 oldali. Ezzel megkaptuk a bizonyitds masodik {6 gondalatat
és ezutan az Euler-féle poliéder tétel alkalmazasaval és par atalakitas utan adédik a tételben kimondott
eredmény.

A cikkben tovdbbiakban x-monoton gorbecsalddokkal foglalkoznak.

Tétel 2.2. [8] Legyen C = P UK egy n elemi; xz-monoton gérbecsaldd.A P olyan pdronként diszjunkt
piros gorbékbél dall, amelyek bal végpontjai egy | fiiggdleges egyenesre esnek (baloldali zdszld), a K pedig
olyan pdronként diszjunkt kék gorbék csalddja, amelyek teljesen az | egyenestdl jobbra helyezkednek el.

Akkor a gorbék kézotti piros-kék érintések szama legfeljebb 30n logn.

A bizonyitds indukcién alapszik, aminek az alapja, hogy vesziink egy [’ fliggéleges egyenest, ami
felezi a K gorbecsaladot egy adott médon. Természetesen a témakorben az is fontos szerepet jatszik,
hogy adott fels6 korlatokhoz tudjunk adni konstrukciét, ami felveszi nagysagrendileg azt az érintési
szamot. A cikkben ehhez a tételhez taldlhatunk is ilyet, ami a kovetkez6t adja:

A konstrukei6 rekurzién alapszik. Legyen {p1,...,pn/2} és {k1,...,ky 2} egy piros baloldali zaszl6
és egy kék jobboldali zdszl6 z = 2, illetve x = 3 egyenlettel, amelyek kozott fi(n/2) darab érintés
van. Legyen {p,/a11,---,0Pn} €8 {bn/241,---,bn} egy piros baloldali zaszl6 és egy kék jobboldali zaszl6
x =0 és x = 1 egyenlettel, amelyek kozott hasonléan f1(n/2) érintés van. Konnyt beldtni, hogy az r;
(1 < n/2) gorbék balra, a b; (j > n/2) gorbék pedig jobbra meghosszabbithatdk, amig az « = 0, illetve
az r = 3 egyeneseket nem érintik, fgy r; minden i < n/2 esetén feliilrél érinti a b, /o-t az 1 <z < 2
fliggbdleges savban. Tehat az n-taga baloldali és n-tagu jobboldali zaszlé kozotti érintkezések maximalis
szamara az f1(n) > 2f1(n/2) + n/2 rekurzié adhatd, ami azt adja, hogy fi(n) = Q(nlogn).

A 2.2 tétel egy specidlis esete a kovetkezé tételnek és a bizonyitdsa sordn hasznalva is volt.

Tétel 2.3. [8] Jelolje f(n) a sikban két x-monoton gérbékbdl dlle n tagi csalddok kézotti legnagyobb
érintés szamot, ha az egyes csalddok pdronként diszjunkt gorbékbél dlinak. Ekkor Q(nlogn) < f(n) <
O(nlog®n).

Az alsé korlatot itt is ugyanaz adja, mint fentebb és a felsd korldt bizonyitasa itt is indukcidval

zajlik.



Kés6bb Keszegh és Palvolgyi ezt az eredményt megjavitotta és a [6] cikkben publikalta tobb
témakorbe vagd eredménnyel egyiitt. A cikkiikkben a fels6 korlatot ©(nlogn)-re javitottdk meg, ami
egybeesik az alsé korlattal. Keszegh, Palvolgyi és Ackermann a [2] cikkiikben megjegyzik, hogy a [8]
cikkben 1év6 alsé korlat konstrukciéjaban a kiilonbozé szinli gérbéknek legfeljebb két kozos pontjuk

van, emiatt ez felveti azt a kérdést, hogy kisebb korlat dll-e fenn, ha a két csaladunk 1-metszd.

Tétel 2.4. [2] Adott egy n darab piros és kék gorbébdl dllo 1-metszd gorbecsaldd, gy hogy két azonos

szindi gorbe nem metszi eqymdst, ekkor a gorbék kiézotti érintések szama legfeljebb O(n).

Természetesen, ha elhagyjuk az 1-metszd tulajdonsagot, akkor nagysagrendileg nagyobb alsé korlatra

tudunk konstrukciét adni, amit Keszegh és Palvolgyi a [6] cikkben irt le.

Tétel 2.5. [6] Létezik egy olyan n darab gorbébdl dlls piros és kék gorbecsaldd, amelyben bdrmely két

azonos szintd gorbe nem metszi egqymdst és a gorbék kozotti érintések szama Q(n4/ 3).

A konstrukcié alapjat Erdds és Purdy hires konstrukcidja adja, ami adott n darab pontot és n
darab egyenest a sikon, hogy a koztiik 1éve illeszkedések szama Q(n4/ 3) nagysagi. A konstrukciéban
az egyik csalad a pontok moédositasa lesz, mig a mésika csaldd az egyenesek olyasfajta moédositasa lesz,

hogy eleget tegyenek a tételben szerepld feltételnek.

3 Erintések szama egy gorbecsaladban

Rengeteg érdekes kérdés meriil fel, ha egyetlen gorbecsaldadunk lesz és megkoveteljik, hogy min-
den gorbeparnak legyen metszéspontja. Par dbra rajzolas utan érzékelhetd, hogy ez a feltétel kisebb
szabadsagot és kisebb érintési szamot fog eredményezni, mint az eddig latott eredmények. Pach a

kovetkezo sejtést fogalmazta meg a témaban:

Sejtés 3.1. Legyen C egy olyan n elemi gorbecsaldd, melyben minden gorbepdr pontosan egy pontban

metszi eqgymdst, ami keresztezés vagy érintés. Ekkor a C gérbecsalddban az érintések szama O(n).
Ackermannak és Keszeghnek sikeriilt a sejtést beldtnia z-monoton gorbecsalddra a [1] cikkiikben.

Tétel 3.2. [1] Legyen C egy n elemi x-monoton gorbékbdl dllé csaldd, amiben minden gérbepdr pon-
tosan egy pontban metszi eqymdst, ami keresztezés vagy érintés. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések
szdma legfeljebb 1160n.

A bizonyitas alapotlete az, hogy esetekre osztjak az érintéseket aszerint, hogy a két érint6é gorbe
z-koordindtara vonatkozoé projekcidja szerint teljes mértékben tartalmazza a masikat vagy nem. Minde-
gyik esetben az érintégrafukat fogjuk tekinteni a gorbecsalddnak. Az egyik esetben, ha az élek bizonyos
linedris méretii részét torolve a maradék élek erd6t alkotnak. A masik esetben is specialis részekre lehet
bontani, amikben a megmaradt éleket tudjuk gy rendezni, hogy ezen rendezés tekintetében nem lehet
hosszi monoton névekvé t.

A félévem soran 3.1 sejtéshez kapcsolodd sejtéssel probalkoztam, ami igy szdl:



Sejtés 3.3. Legyen C egy olyan n elemi k-metszd, x-monoton €s bi-infinit gorbecsaldd, melyben minden

gorbepdr legaldbb egy pontban metszi eqgymdst. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések szama O(n).

A sejtésbil kovetkezne a kovetkezo sejtés dllitasa is, amiben a k megegyezik a korabban haszndlt

k értékével.

Sejtés 3.4. Legyen C egy olyan n elemi (k — 2)-metszd, x-monoton gorbecsaldd, amiben minden

gorbepdr legaldabb egy pontban metszi eqgymdast. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések szama O(n).

A 3.3 sejtés k = 1,2 esete ismert. A k = 1 esetben beldthatd, hogy az érintégraf erdét alkot,
vagyis legfeljebb n — 1 érintés lehetséges a gorbecsalddban. A k = 2 eset mér ismert eredmény, a [3]
cikkben szerepld 2.4 tétel ekvivalens &llitas vele. A tétel pseudo-paraboldkra mondja ki az dllitast, ami
teljesen ekvivalens az allitasban szereplé goérbecsaladdal, mert a pseudo-paraboldk olyan folytonos és
minden valds szamon értelmezett fiiggvények, amiknek legfeljebb 2 metszéspontjuk van. A bizonyitéds
Otlete azon alapszik, hogy vesziink egy olyan fliggbleges [ egyenest, ami minden metszésponttdl balra
helyezkedik el. A gorbéket reprezentéld csucsok az érintégrafban az adott gorbe metszete az [ fiiggdleges
egyenessel. A bizonyitds tovabbi részében belatjuk, hogy tudjuk az éleket gy behtzni a pontok k6zott,
hogy azok ne metszék egymast és ezek mellett meggondolhatd, hogy a grafunk paros graf lesz, vagyis
legfeljebb 2n — 4 él lehet benne.

Az egy gorbecsalddra vonatkozd ismert eredményeket a 3.1 tabldzatban Osszegzem.

Gorbe tipusa k-metsz6 Erintések szama Fels6 korlat
Altalanos legalabb 11 k=1 O(n) trivialis
x-monoton legaldbb 1 1 k=1 O(n) Ackerman & Keszegh [1]
x-monoton k=1 O(n*3log(n)??) Pach & Sharir [7]

z-monoton, bi-infinit | legaldbb 11, k =2 O(n) Pach és tarsai [3]
xz-monoton, bi-infinit k=1 O(nlog(n)) Pach & Sharir [7]

Tablazat 3.1: Egy gorbecsaladrdl ismert eredmények Gsszegzése.
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