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Leszamlalasok

Feladat
Hany egyenes metsz 4 adott egyenest a térben?
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Definicid

k < n-ra a Gri(C") Grassmann-sokasag C" k-dimenziés linearis altereinek
tere.
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Leszamlalasok

Feladat
Hany egyenes metsz 4 adott egyenest a térben?

Megoldas

Dimenzidszamlalas.

Definicid

k < n-ra a Gri(C") Grassmann-sokasag C" k-dimenziés linearis altereinek
tere.

Megoldas

Egy | € Gra(C*)-re legyen o = {V € Grp(C*) | dim(V N L) > 0}.
[0, N, Nop Nay] = [o/]*t kell kiszdmolni.

| A\

.
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Schubert-celldk

Bt (fels6-hdromszog mdtrixok) minden orbitjdban pontosan egy
V) = {ej,...,ej} koordindta-altér taldlhatd.
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Schubert-celldk

Allitas

Bt (fels6-hdromszog mdtrixok) minden orbitjdban pontosan egy
V) = {ej,...,ej} koordindta-altér taldlhatd.

v

Allitas

k
B+Vv; =", ahol |I| = 3 (i; — j).
j=1
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Schubert-celldk

Allitas

Bt (fels6-hdromszog mdtrixok) minden orbitjdban pontosan egy
V) = {ej,...,ej} koordindta-altér taldlhatd.
Allitas
k
B+Vv; =", ahol |I| = 3 (i; — j).
j=1

Definicidé

A BTV, részsokasig az | Schubert-szimbdlumhoz tartozé Schy
Schubert-cella.
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Particiok

Definicidé

)sz)\(/)j=n—k—|—j—ij, /\(/)=()\17~-'7)\k)
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Particiok

Definicidé
N=ADj=n—k+j—in A1) = (A, M)

Definicidé

Az ilyen \-k particidk. A \j = n — k + j — i; formula meghatdroz egy
bijekciét n-nek a k-elemi részhalmazai, és n — k-nal nagyobb szamokat
nem hasznalé particidi kozott.
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Particiok

Definicidé
A=MDj=n—k+j—in M) =(g,---5 M)

Definicidé

Az ilyen \-k particidk. A \j = n — k + j — i; formula meghatdroz egy
bijekciét n-nek a k-elemi részhalmazai, és n — k-nal nagyobb szamokat
nem hasznalé particidi kozott.

L]

Definicidé

A X particidhoz tartozé oy Schubert-varietds

BTV, = {V € Gr(C") | dim(V N Fyn),) > j,Vj = 1,... k}
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Rétegelt Sokasagok

Definicié

Egy X n-dimenzids sokasdg rétegelése egy X = (Xo, ..., X,) particidja a
sokasagnak. Megkoveteljiik, hogy X; egy i-kodimenzids részsokasag legyen
(vagy lres). Emellett még teljesiilnie kell a mezsgye-feltételnek:

X clUx

A Z; = |J Xj-ket X rétegelt részsokasagainak hivjuk.

Jjzi
y
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Rétegelt Sokasagok

Definicié

Egy X n-dimenzids sokasdg rétegelése egy X = (Xo, ..., X,) particidja a
sokasagnak. Megkoveteljiik, hogy X; egy i-kodimenzids részsokasag legyen
(vagy lres). Emellett még teljesiilnie kell a mezsgye-feltételnek:

X clUx

A Z; = |J Xj-ket X rétegelt részsokasagainak hivjuk.
j>i

Legyen X egy sima projektiv algebrai varietds és Y egy d-kodimenzids
részvarietds. Ekkor Y az X 2d-kodimenzids rétegelt részsokasiga, ahol a
rétegek komplex sokasdgok.
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Részvarietas Poincaré-dualisa

Legyen X egy n-dimenzids sokasdg, és Y egy d-kodimenzids rétegelt

részsokasaga, az X = (Xo, ..., X,) rétegelés szerint. Feltessziik, hogy Xy
koiranyitott. Ekkor

@ a HI(X) — HI(X\ Zy41) megszoritas injektiv, vagyis legfeljebb egy
a € HY(X) létezik, melyre
alx\z,,, = [Xd]

@ ha Xy ures, akkor létezik ilyen a.

Tekintsiik Y\ Zyy1 = Xg-t, ez egy zart részsokasiaga X \ Zyi1-nek. Y
Poincaré-dudlisa az az egyéltelmii o € HY(X), melyre alx\z,,, = [Xdl.
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Plicker-leképezés

Definicidé

Legyen V € Gri(C")-nek egy ¢ € Inj(Ck,C") bedgyazasa. Egy I € (})
kivdlasztdshoz tekintsik m;(¢) = det(M;(y))-t. Az m; koordindtakat
tekinthetjik projektiv koordinatdknak, hiszen ha 1 egy masik
reprezentansa V-nek, akkor 1ot € GL(k), és my(¢) = det(o~1)m; ().
Ezek a Pliicker-koordingtak definidljak a

plu: Gre(C") — cpi)-1

Pliicker-leképezést.
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Geometriai Giambelli-formula

Legyen \ egy particid és o) C Gr(C") a megfelel6 Schubert varietas.
Ekkor

i Cutl -+ Cutd-1
Cup—1 Cup cor Cuitd-—2 _
[oA] = . . = |Gyl enea
Cin—d+1 Cu—d+2 -+  Cuy

ahol p = (p1,...,p1g) = AT a AT a X particié konjugéltja, tovabba
¢ = ¢i(S*) = (—1)'ci(S) = a tautologikus nyalab dudlisdnak i-edik Chern
osztalya. A tovdbbiakban: Ax(y1,...,yi-..) = |yn—j+ildxd
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Geometriai Giambelli-formula

Legyen \ egy particid és o) C Gr(C") a megfelel6 Schubert varietas.
Ekkor

G Cui+1 oo Cuitd-1
Cup—1 Cup cor Cuitd-—2 _
[oA] = . . = |Gyl enea
Cu—d+1 Cu—d+2 -+ Gy

ahol p = (p1,...,p1g) = AT a AT a X particié konjugéltja, tovabba
¢ = ¢i(S*) = (—1)'ci(S) = a tautologikus nyalab dudlisdnak i-edik Chern
osztalya. A tovdbbiakban: Ax(y1,...,yi-..) = |yn—j+ildxd

Kovetkezmény
A H*(Gry(C")) gytiriit generéljdk a c;(Sx*) Chern-osztélyok.
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Tovébbi szamoldsok H*(Gri(C"))-ben

Definicié

A+k—i
PN

k
|X!(_,|ka egy Schur-polinom.
J

Egy A particidra s(xi,...,xk) =

Algebrai Giambelli-formula. sy = Ay (E)
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Tovébbi szamoldsok H*(Gri(C"))-ben

Definicié

J

k
Egy A particidra s(xi,...,xk) = egy Schur-polinom.

|Xj!(_i|k><k

Algebrai Giambelli-formula. sy = Ay (E)

Kirwan-homomorfizmus. A k(E;) = cj(S*) hozzarendelés egyértelmiien
kiterjed egy sziirjektiv k: Z[xi, . .., xk]% — H*(Grg(C"))
homomorfizmussa, mely szerint k(sy) = [o,].
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A Pieri-formula

Definicié
Schur-polinomok szorzata felirhaté Schur-bézisban:

v
5\Sy = E X uSv
v

ahol A, y1, v mind k-hosszii particidk, és [A| + |u| = [v]. A cf -ket hivjuk
Littlewood-Richardson-egytitthatoknak.

S)\S(1/)= Z Sy

veK (A,

Ahol K(X, 1) ={v D A||v| = |A] 4/, nincs két (ij kocka egy sorban}.
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Dualitas

Definicié

Dualitasi izomorfizmus. A 0: V — Ann(V) megfeleltetés megad egy
0: Gre(C™) — Grg((C")*) izomorfizmust.
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Dualitas

Definicié

Dualitasi izomorfizmus. A 0: V — Ann(V) megfeleltetés megad egy
0: Gri(C") — Gri((C")*) izomorfizmust.

Dudlis Pieri-formula. sxsgy = >
veK*(\,0)
K*(X\, 1) ={v D A| |v| = |A\| +/, nincs két 4 kocka egy oszlopban}

sy, ahol
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Dualitas

Definicié

Dualitasi izomorfizmus. A 0: V — Ann(V) megfeleltetés megad egy
0: Gri(C") — Gri((C")*) izomorfizmust.

Dudlis Pieri-formula. sxsgy = >, s, ahol
veK*(\,0)

K*(X\, 1) ={v D A| |v| = |A\| +/, nincs két 4 kocka egy oszlopban}

Poincaré-dualitas.

{oa] [ A C kx(n=k), |\ =d} é {[o5] [ A € kx(n—k),|A| = d}
dudlis bazisok, azaz ha |\| + |u| = k(n — k), akkor

_J1, hapu= A
<[U)\]7 [UM]> - {0’ ha " 7& 5\
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4 egyenes a térben

Megoldas

o1 = 0@). [o@)]* a Pieri-formulval:
0.0 -00+[
Tehdt [o())* = [o)] + [o(1,1)].

[ Jés ondudlisak, igy haszndlhatjuk a Poincaré-dualitast.

[o)]* = ([o)] + [op])> =1+1=2
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Koszonom a figyelmet!
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