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1. Bevezetés

A Schubert-kalkulus egy a 19. szézadban létrejott aga az algebrai geometridnak, amely
a témakor egy klasszikus problémakorében, leszamldldsi kérdésekben hivatott valaszokat
adni. Hermann Schubert forradalmi 6tletei szamos fontos modern fogalmat alapoztak meg.
Eredményeinek jelent&ségét az is mutatja, hogy Hilbert 15. problémaja Schubert modsze-
rének preciz megalapozasa volt. Ebben a beszamoléban a Schubert-kalkulus topolégiai
fogalmait fogjuk attekinteni, és korbejarjuk leszamlalasi feladatok megoldéasait algebrai
topologiai szemiivegen keresztiil.

2. A Schubert-kalkulus otlete

2.1. Feladat. Hény egyenes metsz 4 adott egyenest a térben?

Ilyen és hasonlo feladatok képzik a leszamlalasok témakdorét. Természetesen a konkrét
véalasz sok mindentdl fligg, valos vagy komplex, affin vagy projektiv a tér, melyben dol-
gozunk, nem is beszélve esetleg az egyenesek valasztasarol. Amennyiben nem komplex,
projektiv térben dolgozunk, elképzelhets, hogy ,elvesznek” megoldasok, igy mi most csak
ezt az esetet fogjuk vizsgalni. Ilyen feltételek mellett arra szamitunk, hogy a generikus
esetben mindig ugyanazt a szamot kapjuk. Az a kérdés is felmeriil, hogy miért pont 4
egyenest vegyiink. Ezt els6 megkozelitésben dimenzioszamldldssal gondolhatjuk meg:

Megoldas. Egy egyenest a térben 4 paraméterrel lehet megadni, 4-dimenziés az egyenesek
tere. (PL. két sikon egy-egy pont kivilasztasaval.) Az a feltétel, hogy egy adott egyenest
messen, 1-gyel csokkenti a paraméterek szamat. (Miutéan a sikon kivalasztottuk a pontot
mér csak az adott egyenesrsl valasztunk még egyet.) Igy 4 adott egyenes utan 4-gyel
csokkent a dimenzio, ennyi feltétel mellett szamithatunk 0-dimenzidés megoldashalmazra,
vagyis véges sok pontra. ]
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2.1. Definicié. k < n-ra a Gri(C") Grassmann-sokasig C" k-dimenzios linearis altere-
inek tere. Ezt mint a V4(C") = {(z1,...,2%) € (C*)* | x1,..., 2} ortonormalt} Stiefel-
sokasdg faktora topologizaljuk. Fontos, hogy ez egy sima (s6t holomorf) sokaség.

A Grassman-sokasag a Schubert-kalkulus kozponti objektuma. Ezzel felvértezve vazol-
juk fel a fentebbi leszamlalasi feladat megoldésat Schubert-kalkulussal.

Megoldds. A komplex projektiv térben dolgozunk, ez igazdbol Gri(C?). Egy egyenes a
komplex projektiv térben egy affin siknak felel meg, tehét az egyenesek tere Gry(C*). Egy
| € Gry(Ch)-re legyen o0, = {V € Gry(C*) | dim(V N L) > 0} az l-et metsz6 egyenesek
halmaza. Tehéat [y, o, [3, 1, altalanos helyzett egyenesekre |0y, N oy, N oy, Noy,|-at kell ki-
szdmolni. Ezeknek a o), Schubert-varietdsoknak van |o;] € H?(Gry(C*)) Poincaré-duélisa,
annak ellenére, hogy nem egy részsokasagok - ennek okait fogjuk targyalni. Bizonyitha-
t6, hogy a generikus esetben hasonléan lehet szamolni, mint transzverzalis részsokasagok
esetén: [0y, Moy, Noy, Noy,] = [o7]*. Lattuk, hogy Gry(C*) 4-dimenzios, és mivel komplex,
iranyithato, igy H®(Gry(C?*)) = Z, és [*] generalja. Tehat ha [0;]* = a-[*], akkor a metszet
a db pontbdl all. Ezek alapjan most mar latjuk, hogy leszamlalasi feladatok megoldasa-
hoz Grassman-sokasagok kohomologia-gytrtiben kell szamoljunk. Ezek megértése lesz az
egyik {6 cél. Ez esetben a = 2-t kapunk majd, igy 4 egyenest 2 egyenes metsz a térben -
ez egybeesik a klasszikus modszerek eredményével. O]

3. Schubert-cellak

Legyen Fy = {Fy = 0 < F} = (e1) < ... < F, = (e1...e,)} a standard zaszlo, és
Bt < GL(n) pedig F, stabilizator-részcsoportja, a fels6-haromszog matrixok. BT indukal
egy hatést Grj,(C")-en. Ekkor tekintve az [ = {i; < iy < ... <4} € (}) kivalasztdsokat

3.1. Allitas. B minden orbitjaban pontosan egy V; = {e;,,...,e; } koordinata-altér
talalhato.

Bizonyitds. A tomorség érdekében a bizonyitasokat tébbnyire nem részletezziik alaposan.
Itt azt fontos megjegyezniink, hogy bevezetjiik a BT -invarians

div(j) = dim(V N F})

dimenziofiiggvényt. Egy adott V' altérre ezen fiiggvény ugrashalmaza egyértelmtien meg-
hatarozza az orbitjat. Ez az ugrashalmaz Vi-re pont I lesz. Segiteni fog tovabbéa felépiteni
egy egyszer Bruhat-felbontdst. O

3.1. Definici6é. Egy M maximalis rangi n x k-as méatrix, egy M = bp;g alakban térténd
felirasat Bruhat-felbontdsnak hivunk, ha b egy szigortu fels6 haromszogmatrix, ¢; az a
n x k-as matrix, amelyiknek az [-minora identitas és mindenhol mashol 0, és g € GL(k).
Ekkor by j-t hivjuk Bruhat-mdtriznak.
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A Bruhat-felbontas segitségével az alabbi allitast is megkapjuk, a Bruhat-matrix nem-0
és nem-1 tagjait vizsgalva.
3 k
3.2. Allitas. BTV, 2 CHl ahol |I] = Y (i; — 5).

J=1

3.2. Definici6é. A BTV} részsokasag az I Schubert-szimbolumhoz tartozo Schubert-cella,
melyet Schj-vel jeloliink. A Schubert-cellak megadnak Gry(C")-en egy CW-strukturat.

Mivel kohomolgiakat szeretnénk vizsgalni, érdemes a kodimenziot kiszamolni:

codim(Schy) = k(n — k) — Z(z] —Jj) = Z(n —k—i;—j)

Jj=1 J=1

Ez alapjan érdemes bevezetni \; = A\(I); =n—k+j —1i;, A(I) = (A1,..., A\y) jeloléseket,
illetve az i; = I(A\); =n—k+ 37— X\j, I(A) = (i1, ..., i) inverzeket.

3.3. Allitas. Az ilyen M-k particiok. A Aj = n — k + j —i; formula meghataroz egy
bijekciot n-nek a k-elemi részhalmazai, és n — k-nal nagyobb szédmokat nem hasznalo
particiol kozott.

A particiokat majd gyakran a Young-diagramjukkal fogjuk reprezentalni. Példaul a
A= (4,2,2,1) partici6 Young-diagramja:

A jov6ben a Schubert-cellakrol fontos lesz az alabbi allitas is:

3.4. Allitas. BTV; = |J BTV}, ahol J > I pontosan akkor, ha J(t) > I(t) V¥t =1,...k.
J>1

Ez az allitds mar most segitséglinkre van az alabbi definiciéban:
3.3. Definicié. A ) particidhoz tartozé oy Schubert-varietds
{V € Grp(C") | diy(I(N);) > 4, Vj=1,...k}

Ami ezek szerint BtV; lesz.

4. Részvarietas Poincaré-dualisa

Lattuk, hogy az elmélet folytatdsdhoz ezen a ponton hatarozottan sziikség lenne arra, hogy
vehessiik varietasok Poincaré-dualisat. Ennek modjat itt sima projektiv algebrai varieta-
sok részvarietasaira mutatjuk meg. Igazabol a kulcsfogalom itt a rétegelt részsokasdg lesz,
ezeknek tudjuk Poincaré-duélisat definidlni, és a részvarietasokat pedig majd szeretnénk
rétegelt sokasagokként realizalni.
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4.1. Definicié. Egy X n-dimenzios sokasag rétegelése egy X = (Xo, ..., X,) particidja
a sokasagnak. Megkoveteljiik, hogy X; egy i-kodimenzios részsokasag legyen (vagy iires).
Emellett még teljesiilnie kell a mezsgye-feltételnek:

ZQUXJ'

Jj=i

A Z; = | Xj-ket X rétegelt részsokasdgainak hivjuk.

j>i
4.2. Definicié. Az X n-dimenzios sokasdgnak Y C X egy d-kodimenziés rétegelt részso-
kasdga, ha van X-nek olyan rétegelése, melyre Y = Z;.

Y Poincaré-dualisat keresve tekintsiik Y\ Zg11 = Xy-t, ez egy zart részsokasaga X \
Zg.1-nek. Ha koirdnyitott, létezik [Xy] € HY(X \ Zgy1) Poincaré-dualisa. Ezt az [Xg)-t
szeretnénk valahogy visszavinni H¢(X)-be, azaz kéne egy o € H%(X), melyre

CV|X\ZOZJrl = [Xd]

Ha « egyértelmd, akkor azt jogosan nevezhetjiik Y Poincaré-dualisanak, [Y]-nal fogjuk
jelolni. Ilyet a-t pedig az alabbi tételbdl fogunk kapni:

4.1. Tétel. Legyen X egy n-dimenzids sokasag, és Y egy d-kodimenzids részsokaséga, az
X = (Xo,...,X,) rétegelés szerint. Feltessziik, hogy X, koiranyitott. Ekkor
(i) a HY(X) — HYX \ Zgy1) megszoritas injektiv, vagyis legfeljebb egy o € H4(X)
létezik, melyre

a|X\Zd+1 = [X4]
(i) ha X4y tres, akkor létezik ilyen .
Bizonyitds. Tekintsiik az (X, X \ Z441) par kohomologia hosszu egzakt sorat:
HYX, X\ Zg41) = H(X) = HY(X \ Zgp1) = HTHX, X\ Zgp1)

Az egzaktsidg miatt elég, ha az elsé tag 0. Ebben segit az aldbbi lemma:

4.2. Lemma. Legyen X egy n-dimenzios sokasag, és X = (X, ..., X,,) az X rétegelése.
Ekkor

H'(X,X\ Z,) =0, hai<n.

A lemméat k szerint csokkend indukciéval bizonyitjuk. k£ > n-re trividlisan igaz. A
k + 1-r6] k-ra lépéshez tekintsiik az (X, X \ Zxy1, X \ Zx) tér-harmas kohomolédgia hosszi
egzakt sorat:

HY(X, X\ Zpy1) = H(X, X\ Z) = H(X\ Zr11, X \ Z1)
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H(X, X\ Z}+1) az indukcios feltevés szerint 0. X\ Zyy1, X\ Zp = Xy, egy zart részsokasaga
X \ Zpy1-nek. Ezek szerint létezik v norméalnyalabja, erre a csészert kornyezet lemma és
a kivagasi tétel alkalmazésa utan kapjuk, hogy

H(X\ Zpy1, X\ Zp) = H'(v,v\ X3)

Azt, hogy ez i < k-ra 0, pedig tetszSleges vektornyalabra tudjuk. (Xji-ra mint a bazis-
ra gondolunk a nullszelésbe beagyazva.) Iranyitott esetben ez a Thom-izomorfizmustétel
azonnali kovetkezménye, de egyébként is belathato.

Innen az egraktsagot visszafejtve megkapjuk az injektivitast. A (ii) feltétele mellett
Zar1 = Zd + 2, tehat

H™H X, X\ Zia) = HH X, X\ Zaso)
Ami a lemma miatt megint 0, igy a sziirjektivitassal is kész vagyunk. O]

Részvarietasokbol igy elég a fentebbi feltételeket teljesits rétegelt részsokaségokat csi-
nalni, hogy megkapjuk a kivant tételt.

4.3. Tétel. Legyen X egy sima projektiv algebrai varietas és Y egy d-kodimenzioés rész-
varietas. Ekkor Y az X 2d-kodimenzios rétegelt részsokasaga, ahol a rétegek komplex
sokasagok.

Bizonyitds. A rétegelést azon tény segitségével lehet elkésziteni, hogy egy varietas szingu-
laris pontjainak halmaza Zariski-zart része a varietasnak. Ezt iteralva tudjuk elkiiloniteni
a rétegeket, és mivel a dimenzié mindig esik, egy id6 utan el fogunk jutni pontokhoz. A
sziikséges koiranyitast a komplex struktara fogja adni, és a komplexségnek koszonhetjiik
azt is, hogy minden pératlan kodimenzioban X; iires, ami a 4.1 tétel (ii) pontjaban adott
feltételt elégiti ki automatikusan. m

5. A Grassmann-sokasag kohomolégia-gytiriije

Ahhoz, hogy a Schubert-varietasokkal elkezdhessiink kohomolégidkat szdmolni, igy mér
csak az hidnyzik, hogy Gry(C") egy projektiv algebrai sokasag legyen. Ezt is tisztazzuk
gyorsan.

5.1. Definici6. Egy V € Gr,(C") altérnek vegyiik egy ¢ € Inj(CF, C") beagyazasat. Egy
I € (}) kivéalasztashoz tekintsiik my(¢) = det(M;(p))-t, ¢ métrixédnak I szerinti minor
determinansat. Az m; koordinatédkat tekinthetjiik projektiv koordinatdknak, hiszen ha 1
egy mésik reprezenténsa V-nek, akkor o=t € GL(k), és m;(¢) = det(vo~1)m;(p). Ezek

a Pliicker-koordindtdk definialjék a
plu: Gri(C" — cpi)-!

Pliicker-leképezést.
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A kohomologia-gytiri jellemzése a Gry(C™) feletti S tautologikus vektornyalabra fog
hagyatkozni, illetve annak Chern-osztalyaira. Az alapos korbejarashoz sziikségiink az S-t
kiegészit6 () hdnyadosnyalabra, illetve a duélisaikra is.

A geometriai Giambelli-formula egy fontos eszkoze a témakornek. Ezt bizonyités nélkiil
atemeljiik, de speciélis eseteit latni fogjuk.

5.1. Tétel. Geometriai Giambelli-formula. Legyen \ egy particio és oy, C Gri(C") a
megfelels (esetleg tires, ha A ,tal nagy”) Schubert varietas. Ekkor

Cua Cint+1 -+ Cuptd—1
Gt G e Cubd-2|
[oa] = . . ) = |Cu;—j+ildxd
E,u1 —d+1 E,ulfdJrZ s Eﬂd

ahol = (pu1,...,pq) = AT a AT a \ partici6 konjugéltja, az a particiét, melynek Young-
diagramjat A Young-diagramjat a féatlora tiikrozve kapjuk. Tovabba ¢ = ¢;(S*) =
(—1)¢;(S) = a tautologikus nyalab duélisénak i-edik Chern osztdlya. Hogy a tovabbi-
akban ne kelljen ekkora matrixokat irni, bevezetjitk a Ax(y1,...,¥i,-..) = |[Yr—jtildxd
jelolést.

5.2. Kovetkezmény. A H*(Gr,(C")) gytrit generaljak a ¢;(S*) Chern-osztalyok.

A geometriai Giambelli-formulabol mar elvileg H*(Gri(C")) teljes szerkezetét ki-
szamolhatnank, de ez csak kis n-ekre hatékony. A szamolast segiteni fogja az algebrai
Giambelli-formula, ami Schur-polinomokrol szol.

Aj+k—i
T
5.2. Definicié. Egy A particiora s(zy,...,zx) = m egy Schur-polinom.

|25 e

A Schur-polinomok szimmetrikusak lesznek, hiszen a nevezs és a szamlalé is alternalo
xj-ben. Tudjuk, hogy a szimmetrikus polinomokat szabadon generaljak az elemi szimmet-
rikus polinomok, hogy a Schur-polinomokat pontosan hogyan, azt adja meg az algebrai
Giambelli-formula.

5.3. Tétel. Algebrai Giambelli-formula. Legyen \ egy particié. Ekkor
S\ — A)\T (E)

ahol AT a X particié konjugaltja, és E pedig azt jeloli, hogy v; helyére E; keriil, az i-ik
elemi szimmetrikus polinom.

Ezek alapjan tudunk kovetkeztetni itt egy mélyebb kapcsolatra is:

5.4. Tétel. Kirwan-homomorfizmus. A fentiek alapjan a k(E;) = ¢;(S*) hozzarendelés
egyértelmten kiterjed egy sziirjektiv r: Z[z1, ..., 2% — H*(Gry(C")) homomorfizmus-
sa, mely szerint k(sy) = [o,].
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Ezek szerint a szorzast Gri(C™)-ben lefordithatjuk Schur-polinomok szorzasara. A
Schur-polinomok additiv bézisat alkotjat a d-edfoku k-véltozos szimmetrikus polinomok
csoportjanak, igy a szorzat felirhatd Schur-bazisban:

o v
S\S, = E C v

v

ahol A, g, v mind k-hosszit particiok, és |A| + [u| = |v[. A ¢, Littlewood-Richardson-
egytitthatok kiszamolasara szamos kombinatorikus algoritmus létezik, de ezek ismételten
tul bonyolultak ahhoz, hogy szamunkra jol hasznalhatoak legyenek. Egy specidlis esetet
viszont egyszerten leir a

5.5. Tétel. Pieri-formula.

S)\S(ll): Z Sy

vEK (M)

Ahol K(A\ 1) = {v D X | |v| = |A\| 4+ [, nincs két 1j kocka egy sorban}. A Kirwan homo-
morfizmussal ezt hasznalhatjuk Schubert-variatosok szorzasara is.

5.3. Definici6é. Egy tovabbi kézponti fogalom, ami a segitségilinkre lesz, a dualitdsi izo-
morfizmus. A §: V. — Ann(V) megfeleltetés megad egy 6: Gri(C") — Gry((C™")*) izo-
morfizmust.

Az alabbi elemi allitasok ramutatnak a dualitési izmorfizmus hasznossagara:
5.6. Allitas. 0*(S) = Q*, §*(S*) = Q, 0*(Q) = S*, §*(Q*) = S.
5.7. Allitas. 0(0\(F,)) = 0,7 (F,"), ahol (F.") a dualis zaszlo.

Ezeknek a szabalyoknak a segitségével dualizalhatjuk korabbi tételeinket.
5.8. Tétel. Dudlis geometriai Giambelli-formula. [o)] = Ax(c(Q)).

5.9. Tétel. Dudlis Pieri-formula. sxsqy = Y. s, ahol K*(\ 1) = {v D A | |v| =
vER* (A1)
|A| + I, nincs két j kocka egy oszlopban}

Lathatjuk, hogy a o1y és o(;) kiilonosen fontos szerepet téltenek be, igy az 6 esetiikben
mutatunk egy topologiai bizonyitast a geometriai Giambelli-formuléra.

Bizonyitds. A dualitds miatt elég az egyikiiket vizsgdlni, tekintsiik o()-t. A dudlis geo-
metriai Giambelli-formula ez esetben egy egyszert alakra redukalodik: [o¢)] = ¢(Q).
Ahhoz, hogy belassuk [o(;)] megegyezik az adott Chern-osztallyal, meg kell mutassuk,
hogy n — k — [ + 1 fiiggetlen szelés 1étezésének obstrukcidja. Ennyi szelésre gondolhatunk,
mint egy darab s szelés a Hom(FE,,_j_;4+1, Q) nyalabban, ahol E, ;4 azn—k —1+1
rangu trivialis nyalab. s akkor felel meg fiiggetlen szeléseknek, ha minden pontban injektiv
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homomorfizmust vesz fel. Ha s elég altalanos helyzeti (transzverzalis az injektiv homomor-
fizmusok résznyalabjara) akkor az elfajulasi helyei tényleg ¢;(Q)-t, mint egy obstrukciot
fogjak meghatéarozni.

Hom(E,, Q)-nak adodik egy s szelése, mely a @) definiciojabol jon, mint a nyalab FE,

P

aay = {V € Grk(C") | dlm(V N ankfl#»l) > 1}

Tehat s'-t megszoritva az F,,_j_;+1 koordinata-altérre Hom(F,,_j_;11, @)-nak kapjuk egy
s szelését, és s(V') pontosan akkor injektiv, ha V' csak a 0-ban metszi F,,_j_; 1-et, azaz
o) pontosan s elfajuléasi helye. O

Utolsoként még a vizsagjuk meg a

@p= [ as

Gry (C™)

nem-elfajulé bilinearis format. Eszerint H*(Gr,(C"))-ben a {[oy] | A € k x (n — k)}
bazisnak kell dualis bazisa legyen. Ennek jellemzéséhez vezessiik be az alabbi fogalmat.

5.4. Definici6. Egy A particionak a Young-diagramjat tiikrozziik befoglalo a k x (n—k)-s
téglalap kozéppontjara, majd vegyiik a komplementerét. Ezzel egy tijjabb Young-diagramot
kapunk, a hozza tartozo particiot A dualisanak fogjuk hivni, és A-val jeloljiik.

5.10. Tétel. Poincaré-dualitds.
{[oA] | A C kx (n—k), |\ =d} és {lox] | A €k x (n—k), |\ = d} dudlis bazisok,
azaz ha |\ + |p| = k(n — k), akkor

1, hapu=2X\

<[U>\]a[0u]>:{0’ ha 1 £ 3

Bizonyitds. Béar ki is szdmolhatnank, a Poincaré-dualitast be lehet bizonyitani a korabban
latott geometriai eszkozokkel, Kiilonbozs zaszlokat kell a kiilonbo6zé Schubert-cellakhoz
tarsitani, és ha kovetjiik ezek egymasba transzformalédsa mit csinél a felosztésokkal illetve
a Young-diagrammal, akkor metszések dimenziodit is ki lehet szamolni. O]

6. Leszamlalasi feladatok

Térjiink vissza a 2.1 feladatban maradt nyitott kérdésre, mi lesz [o;]*?

Bizonyitds. Gondoljuk meg, hogy o, = 01y, egy adott egyenest (F»-t) kell elmetszeni.
El6szor [o(1))?-et szamoljuk ki, ez alkalommal mar kénnyt dolgunk van a Pieri-formuléval:

L. :DI+H
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Tehét [o1))* = [o(2)]+[o1,1)] Vegylik észre, hogy [T Jes H ondualisak, tehéat a Poincaré-
dualitassal [o)]* = ([o@)] + [cap))? =1+1=2 O
6.1. Feladat. Négy 4-teret hany 4-tér metsz sikban C8-ban?

Bizonyitds. Ehhez azt kell meggondolnunk, hogy egy adott 4-teret (Fjy-et) mely Schubert-
varietds fog stkban metszeni. Ehhez 3 és 4 dimenzional kell ugras legyen, tehat o 9)-t kell
vizsgalni, [0(2,2)]* érdekel minket.

A Giambelli-formulabol [o(2.2)] = [09)? — [01][03]. Iy [0(2.2)]% = [0(2,9)]([02]% — [01][3]).
Ezt kibontjuk, és kiszamoljuk a duélis Pieri-formula ismételt alkalmazaséval.

L] = | + + [ ]
( |+ + ||> -|_| |:< |+ [ |+ [ |+
_+ + + |>+(_ |+ + |:|>+

]

lo@alloa)’~loeyllollos] = [ossin]toE2en+loeeeHowslHowsl+Hou)-
Vegyiik észre, hogy ezek mind 6nduélisak, tehat a Poincaré-dualitassal azt kapjuk, hogy:

[0(2,2)]4 = ([0(3,3,1,1)] + [0(3,2,2,1)] + [0(2,2,2,2)] + [0(4,4)] + [0(4,3,1)] + [0(4,2,2)])2 = 0.
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