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El6zmények

Legyen p paratlan prim és iy~ jeldlje az Osszes p-hatvanyadik
egységgyokot.

Egy & provéges Abel csoportra A(6) = |

@ﬁg@ nylt Z,[®/9)] az lwasawa

algebrija.
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El6zmények

Legyen p paratlan prim és iy~ jeldlje az Osszes p-hatvanyadik

egységgyokot.
Egy & provéges Abel csoportra A(&) = Q@ﬁgé yilt Z,[®/9)] az lwasawa
algebrija.

Q(®) a A(®) teljes hanyadosgyiiriije, azaz Q(&) = S~IA(®), ahol S a
A(®) gyliri nem nullosztéinak multiplikativan zart halmaza.
A € Q(&) pszeudomérték &-n, ha (g — 1)A € A(®) minden g € &-re.
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El6zmények

Legyen p paratlan prim és iy~ jeldlje az Osszes p-hatvanyadik

egységgyokot.
Egy & provéges Abel csoportra A(&) = I|<‘mﬁ<qS yilt Z,[®/9)] az lwasawa
algebrija.

Q(®) a A(®) teljes hanyadosgyiiriije, azaz Q(&) = S~IA(®), ahol S a
A(®) gyliri nem nullosztéinak multiplikativan zart halmaza.

A € Q(&) pszeudomérték &-n, ha (g — 1)A € A(®) minden g € &-re.
Definialhaté & — C, folytonos fiiggvények integrilasa a A(&) elemei
szerint. Egy A pszeudomértékre és egy nem konstans 1, v : & — CJ
folytonos csoporthomomorfizmusra

o vd((g — 1))
/d“ v(g)— 1

tetszdleges g € B-re, amire v(g) # 1.
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p-adikus ¢-fliggvény

Legyen Foo = Q(pup=) és Foo = FL a legnagyobb valds részteste, illetve
G = Gal(F/Q) és G = Gal(Fx/Q). Legyen {1,:} = Gal(Foo/Foo).
NG) = NG)* & A(G)™, ahol A(G)" = 1*A(G) és A(G)~ = 15*A(9).




p-adikus ¢-fliggvény

Legyen Foo = Q(pup=) és Foo = FL a legnagyobb valds részteste, illetve
G = Gal(Fx/Q) és G = Gal(Fs/Q). Legyen {1,:} = Gal(Fuo/ Foo).
NG) = NG)* & N(G) ™ ahol A(G)* = TFEA(G) és A(G)™ = 15A(9).
A(G) = A(G) ~ NG)T ~ N(G) ~ A(G) C A(G)

Hasonléan Q(G) C Q(G) és igy a pszeudomértékeket G-n
megfeleltethetjiik azon pszeudomértékeknek G-n, melyek Q(G)"-ban
vannak.
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p-adikus ¢-fliggvény

Legyen Foo = Q(pup=) és Foo = FL a legnagyobb valds részteste, illetve
G = Gal(Fx/Q) és G = Gal(Fs/Q). Legyen {1,:} = Gal(Fuo/ Foo).
NG) = NG)* & N(G) ™, ahol A(G)* = HEA(G) és A(G)™ = 15A(9).
A(G) = A(G) ~ NG)T ~ N(G) ~ A(G) C A(G)

Hasonléan Q(G) C Q(G) és igy a pszeudomértékeket G-n
megfeleltethetjiik azon pszeudomértékeknek G-n, melyek Q(G)"-ban
vannak.

Létezik egyetlen ¢, pszeudomérték G-n, amire

/G x(@)dC, = (1 - p1)¢(1 - k)

teljesiil minden paros k > 2 szamra, ahol ¢ a Riemann-féle zéta-fiiggvény
és x : G ~ 7 korosztési karakter, azaz 0(() = ¢X(@) minden ¢ € pp és
o € G esetén.

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



A(G)-modulusok struktdraja

Legyen M kompakt Z,-modulus, amin G folytonosan hat.
Pontrjagin dudlis: MP = {M — Q,/Z, folytonos homomorfizmus}, ahol
Q,/Z, diszkrét Z,-modulus.
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A(G)-modulusok struktdraja

Legyen M kompakt Z,-modulus, amin G folytonosan hat.

Pontrjagin dudlis: MP = {M — Q,/Z, folytonos homomorfizmus}, ahol
Q,/Z, diszkrét Z,-modulus.

Legyen H < G nyilt részcsoport.

H-invariansok: M = legnagyobb részmodulusa M-nek, amit H fixen
hagy.

H-koinvariansok: My = legnagyobb faktora M-nek, amit H fixen hagy.
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A(G)-modulusok struktdraja

Legyen M kompakt Z,-modulus, amin G folytonosan hat.

Pontrjagin dudlis: MP = {M — Q,/Z, folytonos homomorfizmus}, ahol
Q,/Z, diszkrét Z,-modulus.

Legyen H < G nyilt részcsoport.

H-invariansok: M = legnagyobb részmodulusa M-nek, amit H fixen

hagy.
H-koinvariansok: My = legnagyobb faktora M-nek, amit H fixen hagy.

MD — U (MD)H

H<G nyilt

Ennek dudlisat véve

l\/lzli(_mMH.
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A(G)-modulusok struktdraja

Legyen M kompakt Z,-modulus, amin G folytonosan hat.

Pontrjagin dudlis: MP = {M — Q,/Z, folytonos homomorfizmus}, ahol
Q,/Z, diszkrét Z,-modulus.

Legyen H < G nyilt részcsoport.

H-invariansok: M = legnagyobb részmodulusa M-nek, amit H fixen
hagy.

H-koinvariansok: My = legnagyobb faktora M-nek, amit H fixen hagy.

MD — U (MD)H

H<G nyilt
Ennek dudlisat véve
M = lim M.
A A(G) = limZ,[G/H] hatasa ezen koordinatanként értelmezhetd.

<
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Egységek, mint A(G)-modulusok

Fixaljuk a pipni1 (n > 0) csoportok valamilyen ¢, generatorait, amelyekre
(P = Cn. Legyenek m, = Cp — 1. Fy = Q(ppn1), Fp = F,F, tovabba
D, = F, egészeinek gylirlijének egységei N(o(m,) € F,* : o € Gal(F,/Q))

D,=D,NF,.
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Egységek, mint A(G)-modulusok

Fixaljuk a pipni1 (n > 0) csoportok valamilyen ¢, generatorait, amelyekre
P 1 = (p Legyenek m, = (y — 1. Fpy = Q(pprnr), Fp = F,f, tovabba

D, = F, egészeinek gylirlijének egységei N(o(m,) € F,* : o € Gal(F,/Q))

D,=D,NF,.
Kn = Qp(ppn1), Kn =K és egy A részhalmazuk lezartjat a p-adikus

topolégiaban jeldlje A.

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



Egységek, mint A(G)-modulusok

Fixaljuk a pipni1 (n > 0) csoportok valamilyen ¢, generatorait, amelyekre
P 1 = (p Legyenek m, = (y — 1. Fpy = Q(pprnr), Fp = F,f, tovabba

D, = F, egészeinek gylirlijének egységei N(o(m,) € F,* : o € Gal(F,/Q))

D,=D,NF,.

Kn = Qp(ppn1), Kn =K és egy A részhalmazuk lezartjat a p-adikus
topoldgiaban jeldlje A.

U, = IC,, egészeinek gylirlijének egységei, p, = K, egészeinek gyiiriijének
maximalis idealja, tovabbd U, = K|, egészeinek gylirlijének egységei.

Ul ={xeclU,|x=1 mod p,} és Z < U, részcsoportra Z' = Z NU}.

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



Egységek, mint A(G)-modulusok

Fixaljuk a pipni1 (n > 0) csoportok valamilyen ¢, generatorait, amelyekre
P 1 = (p Legyenek m, = (y — 1. Fpy = Q(pprnr), Fp = F,f, tovabba

D, = F, egészeinek gylirlijének egységei N(o(m,) € F,* : o € Gal(F,/Q))

D,=D,NF,.

Kn = Qp(ppn1), Kn =K és egy A részhalmazuk lezartjat a p-adikus
topoldgiaban jeldlje A.

U, = IC,, egészeinek gylirlijének egységei, p, = K, egészeinek gyiiriijének
maximalis idealja, tovabbd U, = K|, egészeinek gylirlijének egységei.
Ur ={x €Uy | x=1 mod p,} és Z < U, részcsoportra Z* = Z NU}.
Legyen C, = D, és

1 _ i ()L 1 _ 1
UOO7|<LnU,,, C.=1lmC,

T

Zp-modulusok, amiken G = lim Gal(F,/Q) = lim Gal(K,/Q,) folytonosan
; ALl ALl
hat, igy A(G)-modulusok.
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lwasawa tétele

Tétel (lwasawa)

Az UL /CL A(G)-modulus kanonikusan izomorf a A(G)/I(G)¢
modulussal.

P
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lwasawa tétele

Tétel (lwasawa)

Az UL /CL A(G)-modulus kanonikusan izomorf a A(G)/I(G)¢

P
modulussal.

Bizonyitas otletei:
e 0 — T,(p) — UL — NG) — Tp() — 0 egzakt sorozat,
ahol T,(p) = Mﬂpn+l;
e J = {1,.}-invaridnsokat véve egzakt marad: £! : UL ~ A(G);
e CL ciklikus modulus;
e kiszamolhaté, hogy £L1(CL) = I(G)¢

p
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Karakterisztikus ideal

Az M A(G)-modulus A(G)-torzi6, ha minden elemét annulélja egy nem
nulloszté eleme A(G)-nek.

Legyen M egy végesen generalt torzié A(G)-modulus. Létezik
A(G)-modulusoknak egy

A AG)
0—>§A(G)fi—>M—>Q—>O

egzakt sorozata, ahol fi, ..., f, nem nulloszték A(G)-ben, Q pedig véges
modulus.
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Karakterisztikus ideal

Az M A(G)-modulus A(G)-torzi6, ha minden elemét annulélja egy nem
nulloszté eleme A(G)-nek.

Legyen M egy végesen generalt torzié A(G)-modulus. Létezik
A(G)-modulusoknak egy

h
0—>@ A(GG)) — M —Q —0
i=1

N(G)f;
egzakt sorozata, ahol fi, ..., f, nem nulloszték A(G)-ben, Q pedig véges
modulus. J
Definicié
Az M modulus G-karakterisztikus idealja chg(M) = f; - - - f,A(G) f6idedl
A(G)-ben.
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Legyen M., a maximalis kommutativ p-bovitése F..-nek, ami
elagazasmentes a p folotti egyetlen primidealon kivil.

Xoo = Gal(Moo /Foo)

kompakt Zy-modulus ellathaté egy G-hatassal:
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Legyen M., a maximalis kommutativ p-bovitése F..-nek, ami
elagazasmentes a p folotti egyetlen primidealon kivil.

Xoo = Gal(Moo /Foo)

kompakt Zy-modulus ellathaté egy G-hatassal:
a g € G-hez vélasszunk g € Gal(Mu/Q) felemeltet (azaz glr,, = g) és
g hatdsa x € X-en legyen

g.x =gxg L.
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Legyen M., a maximalis kommutativ p-bovitése F..-nek, ami
elagazasmentes a p folotti egyetlen primidealon kivil.

Xoo = Gal(Moo /Foo)

kompakt Zy-modulus ellathaté egy G-hatassal:
a g € G-hez vélasszunk g € Gal(Mu/Q) felemeltet (azaz glr,, = g) és
g hatdsa x € X-en legyen

g.x =gxg L.

Tétel (Fé sejtés)

che(Xo) = I(G)C,
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Kapcsolat az lwasawa tétellel

Legyen L, a maximalis kommutativ p-bOvitése F.,-nek, ami
eldgazdsmentes mindenhol.

Yoo = Gal(Loo/Foo)

szintén A(G)-modulus. o
Legyen V, az F, egészeinek gyiiriijének egységei, E, = V,,, EL = ILn EL.
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Kapcsolat az lwasawa tétellel

Legyen L, a maximalis kommutativ p-bOvitése F.,-nek, ami
eldgazdsmentes mindenhol.

Yoo = Gal(Loo/Fc)
szintén A(G)-modulus.

Legyen V, az F, egészeinek gyiiriijének egységei, E, = V,,, EL = ILn EL.
Fundamentalis egzakt sorozat:

0— EL/Ct — UL/CL — Xoo — Yoo — 0.
A karakterisztikus ideadl multiplikativ: ha
00— M — M, — M3 — 0

egzakt sorozat, akkor chg(M,) = chg(My)chg(Ms).
Iwasawa tétele miatt chg(UL /CL) = I(G)C,, tehét a f& sejtés ekvivalens
chg(EL/CL) = chg(Yao)-vel.
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Euler rendszerek motivacioja

Legyen r > 2, a1,...,a, nemnulla és nq,...,n, egész szamok, melyekre
r
>_;=1nj = 0. Legyen

a( T) — H(T—aj/2 _ Taj/2)nj
j=1

hatvanysor a T1/2 valtozéban. Legyen S az ay, ..., a, szamok
primosztéinak a halmaza a 2-vel egyiitt.

Ws ={CeQ" | ¢" =1 valamilyen m > 1 egészre, amire (m,S) = 1}

Mivel S tartalmazza a 2-t, ezért Ws minden elemének egyértelmiien
|étezik négyzetgyoke. Legyen

bo: Ws = Q" 0alQ)=a(C), ha ¢ £1, ¢a(1) =[] a7
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Euler rendszerek definicidja

Minden ¢ € Ws egységgyokre
(i) teljesil pa(¢™) = da(C) és 9a(C7) = ¢a(C)” minden
o € Gal(Q/Q)-ra;
(ii) ha g prim nincs S-ben, akkor

T 6a(p) = 6a(¢9);

PELq

(iii) ha g prim nincs S-ben és ( rendje relativ prim g-hoz, akkor
$a(pC) = ¢a(¢) modq

minden p € pg-ra és minden g folétti q primre.

Legyen 2 € S primek halmaza. Azt mondjuk, hogy ¢ : Ws — @X Euler
rendszer, ha teljesil (i), (ii), (iii).
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