[wasawa-elmélet
Egyéni kutatomunka, 2

Marton Dénes

1. Bevezetés, el6zmények

A kutatomunkam az elsG folytatasa volt, azaz John Coates és Sujatha Ramdorai
Cyclotomic Fields and Zeta Values c. konyvének [1] folytatasa a negyedik, 6todik és
hatodik fejezetekkel. Az egész konyv legfontosabb célja a {6 sejtés "legegyszertibb" bi-
zonyitasdnak prezentédlasa, amire a hatodik fejezetben keriil sor. Ehhez sziikséges Euler
rendszerek hasznalta, - amik definidlasa és tanulményozasa az 6todik fejezetet teszik ki,
- illetve Iwasawa tétele, aminek a kimondéasahoz és bizonyitasahoz a modszereket az elsé
kutatomunkam sorén taglalt masodik és harmadik fejezetek tartalmazzak.

A legfontosabb jelléseket, definicidkat és tételt megismétlem a méasodik és harmadik
fejezetekbdl, azaz az elsé kutatomunkambol.

Rogzitsiink egy p paratlan primet az egész beszamold sordn és az n természetes
szamokra jeloljék IC,, = Qp(umn+1) lokélis testeket, ahol p,n+1 a p™t-dik egységgyokok
halmaza. Hasonléan fi,.c = |Jpm+1 a p-hatvanyadik egységgyokok halmaza. Rogzitsiik
a i+ csoportok olyan ¢, generatorait, melyekre (7, = ¢, és legyen 7, = (, — 1. A K,
test egészeinek gytrtjének egységeit jelolje U,,. Vezessiik még be tovabba az

Uy = I'&nun és G = Gal(Q,(pp=)/Qp) = @Gal(Kn/Qp)

jeloléseket.

A & provéges Abel csoport Iwasawa algebrdjanak hivjuk a A(®) = @Zp[ﬁ/ﬁ] Ly
algebrat, ahol $ a & nyilt részcsoportjain fut végig. Jelolje Q(®) a A(®) Iwasawa
algebra teljes hanyadosgytirtjét. Azt mondjuk, hogy A € Q(®) egy pszeudomérték &-n,
ha (¢ — 1)\ € A(®) minden g € G-re.

Iwasawa tételének bizonyitaséhoz sziikséges legfontosabb tétel az els§ kutatémun-
kambol:

1.1. Tétel. Léteznek leképezések, melyekkel
0 — pp1 X Tp(p) — Uss —> MG) —> Tp(p) — 0

egzakt sorozat, ahol T, (1) = l.&nﬂpnle.

2. Iwasawa tétele

Vezessiik be a jeloléseket a lokalis eset utan a globalis esetre is. Legyen Fo, = Q(fipe)
és F, = FI alegnagyobb valos részteste. Legyen

G = Gal(F/Q) és G = Gal(F5/Q).
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Vegyiik észre, hogy G izomorf a bevezetésben definialt csoporttal. Ha
J={1,1} = Gal(Fy/Fx),

azaz t a konjugalas, akkor

AG) = AG)T & A9),
ahol A(G)T = %A(g) és A(G)” = %A(g), mert p paratlan, igy 2-vel oszthatunk
Zyben. A természetes A(G) — A(G) sziirjekcioé megszoritasa A(G)T-ra indukal egy
A(G)T ~ A(G) izomorfizmust, ezért tekinthetjiik A(G)-t a A(G) A(G)T-nak megfelels
részalgebrajanak. Hasonl6an

Q(9) =Q(G)T ®Q(9)”

¢és a pszeudomértékeket G-n megfeleltethetjiik azon pszeudomértékeknek G-n, melyek
Q(G)"-ban vannak.

2.1. Tétel. Létezik egyetlen ¢, pszeudomérték G-n, amire

/G x(g)td¢, = (1 - p1)¢(1— k)

teljesiil minden pdros k > 2 szdamra, ahol { a Riemann-féle zéta-fiigguény.

Iwasawa tételének masik feléhez korosztasi egységek kellenek. Legyenek a természetes
szamokra F,, = Q(pm+1) és F, = F,I a legnagyobb valos részteste. Jelolje D, az F,
egészeinek gytrijében az egységek metszetét F,© azon részesoportjaval, amit a o(m,)-ek
generalnak, ahol o végigfut Gal(F, /Q) elemein. Tovabba legyen D,, = D,, N F,,. Ekkor
D,-et generaljak +c,(e, 1) Galois-konjugaltjai, ahol
C76/2 B 7@/2

n

<—1/2 _ C1/2>

n n

cnle, 1) =

ahol e olyan primitiv gyok modulo p, melyre e?~* # 1 mod p?.

Ha A egy részhalmaza KC,-nek vagy K, = K-nak, ahol I} az a részteste K,,-nek,
amin a konjugalas trivialisan hat, akkor A jeldlje a lezartjat a p-adikus topologiaban.
Legyen C, = D,, és C,, = D,,. A K, egészeinek gytirijének maximalis idealja legyen
pn, a K, egészeinek gytrijének egységei pedig U,. Az U, és U, nem Z,-modulusok,
ezért bevezetjiik azt a jelolést, hogy Ul = {z € U, : # = 1 mod p,}, illetve altalaban
egy Z < U, részcsoportra Z' = Z NUL. Tgy U} és U} csoportok (a miivelet a szorzas)
mér Z,-modulusok, ahol a € Z, hatasa egy x € U} vagy = € U} elemen az z* hatva-
nyozés. (Ez értelmes, mert x = 1+ y, ahol y € p, és 2* = (1 +y)* = > 7, (Z)yk
konvergens, mert |yl, < 1 és [(})[, < 1. Mivel a hatvanysor k = 0O-ra 1-gyel kez-
dédik, ezért minden véges sszegre |, (9)yFl, = max{|1],, | >, (v} = 1,
mert a masodik tagbol y kiemelhets, igy annak abszolutértéke 1-nél kisebb. Tehat
Ziv:o (Z) y* egység, amiknek a halmaza zart, vagyis x¢ is egység. Tovabba az is igaz,
hogy z* — 1 = 372, (1)y" = ylimy_e0 Z,]c\;o (kj‘rl)yk, ahol |ij:0 (kil)yk|p < 1, azaz
benne van az egészek gytrtjében, ami szintén zart, vagyis > .-, (kil)yk is benne van.
De mivel y € p,,, ezért szintén =% — 1 € p,,, vagyis =% € U} vagy x € U!.)

Hasonloan C} is Z,-modulus, raadasul U} és C} is kompaktak. Tehat

U = limU, &s C, = lim C,,
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- ahol az 0Osszekotd leképezéseket a norma fiiggvények adjak, - szintén kompakt Z,-
modulusok. A G = @Gal(Fn/Q) = @Gal(Kn/Qp) csoport folytonosan hat Ul -en és
Cl-en. Ekkor UL és CL ellathato egy A(G)-modulus struktiréval a kévetkezdképpen:

Legyen M kompakt Z,-modulus, amin G folytonosan hat. Jeldlje a Pontrjagin dud-
lisit MP = {M — Q,/Z, folytonos homomorfizmus}, ahol Q,/Z, diszkrét Z,-modulus.
Egy H < G nyilt részcsoportra legyen a H-invaridnsok halmaza M*, azaz a legnagyobb
részmodulusa M-nek, amit H fixen hagy és a H-koinvaridinsok halmaza Mpyg, azaz a
legnagyobb faktora M-nek, amit H fixen hagy. Ekkor

MD _ U (MD)H,

H<G nyilt

mert MP diszkrét G-modulus. Ennek Pontrjagin dualisat véve és felhasznélva, hogy
(MP)H duélisa My-nak és azt, hogy a Pontrjagin dualitds megceseréli a direkt limeszt és
az inverz limeszt, kapjuk hogy

M = le My.

Ezen méar tudjuk definialni A(G) = @ZP[G/H] hatésat.

Kimondhatjuk Iwasawa tételét:

2.2. Tétel (Iwasawa). Az UL /CL A(G)-modulus kanonikusan izomorf a A(G)/I1(G)¢,

modulussal, ahol I1(G) az augmentdcids idedl.

2.3. Megjegyzés. Az augmentacios idealt {g — 1 : g € G} generdlja, tehat 1(G)¢,
valoban ideal, mert ¢, pszeudomérték.

A bizonyitas vazlata az 1.1. tételben szerepls egzakt sorozat atirdsa
0 — Tp(p) — UL — A(G) — T(n) — 0

alakba, mert U, = p,—1 X UL. Ezutan J-invariansokat véve kapunk egy Ul ~ A(G)
izomorfizmust. C -et és I(G)(,-t az segit dsszehasonlitani, hogy a ¢, (e, 1)-ek segitségével
megmutathato, hogy CL ciklikus modulus és ¢, is ezek segitségével volt definidlva.

3. Fo6 sejtés

Térjiink at a f6 sejtésre, amit val6jaban mar bizonyitottak. Legyen M., a maximalis
kommutativ p-bévitése Fi,.-nek, ami eldgazdasmentes a p folotti egyetlen primidealon
kiviil. Legyen

Xoo = Gal(My/Fy).

X oo definici6 szerint egy kommutativ pro-p csoport, azaz véges p-csoportok inverz limesze.
X egy kompakt Z,-modulus, amit el tudunk latni egy folytonos G-hatassal. Legyen
g € G ésx € X. Valasszunk egy tetszéleges g € Gal(M,,/Q) felemeltet g-hez, majd
definialjuk ¢ hatésat z-en tgy, mint

P

g.xr = grg .

Ez fiiggetlen ¢ valasztasatol. Ahogy mar korabban is volt, G hatésa X.-en kiterjed
linearisan és folytonosan és igy X, egy A(G)-modulus lesz.



Bar a f6 sejtés kimondéasédhoz nincs ra sziikség, de a bizonyitasahoz igen, ezért defini-
alunk egy maésik modulust is. Legyen L., a maximalis kommutativ p-bévitése F,-nek,
ami mindenhol eldgazasmentes. Hasonl6an

Yao = Gal(Loo/Fi)

szintén ellathato egy A(G)-modulus strukturaval.

Legyen V, az F), egészeinek gytrtjének egységei, illetve E, = V,. Hasonléan a
korabbiakhoz, Fl = l&nE}L szintén A(G)-modulus.

Globélis osztalytest-elméletre hivatkozva bizonyithato, hogy

0— Bl — UL — Gal(My/Ls) — 0 (3.1)
egzakt sorozat, amibdl kovetkezik, hogy:
3.1. Tétel (Fundamentalis egzakt sorozat). A(G)-modulusok egzakt sorozata a kovetkezd:
0— E./CL — UL/CL — X, — Y, — 0.

A {6 sejtés kimondasahoz még sziikség van a (G-)karakterisztikus ideél fogalmara.
Azt mondjuk, hogy egy M A(G)-modulus A(G)-torzid, ha M minden elemét annulalja
A(G) egy olyan eleme, ami nem nulloszto.

3.2. Allitas. Legyen M egy végesen generdlt A(G)-torzio A(G)-modulus. Ekkor létezik
eqy egzakt sorozat

™ AG)
0—>§?A(G)ﬁ—>M—>Q—>O,

ahol fy, ..., frn nem nulloszték A(G)-ben, Q pedig egy véges szamossigi A(G)-modulus.

Az M modulus G-karakterisztikus idedljdnak hivjuk az fi ... f, szorzat altal generalt
féidealt A(G)-ben, amit chg(M)-mel jelolink. Ez az ideal csak M-t6l fiigg, az egzakt
sorozattol nem.

3.3. Allitas. Az dsszes A(G)-modulus, ami a fundamentdlis egzakt sorozatban szerepel
végesen generdlt és torzid.

3.4. Tétel (F6 sejtés). Teljesiil
cha(Xoo) = I(G)E,.

Felhasznélva, hogy a karakterisztikus ideal multiplikativ abban az értelemben, hogy
ha végesen generalt torzio A(G)-modulusok egzakt sorozata

0 — My — My — M3 — 0,

akkor chg(Ms) = chg(Mi)chg(Ms), illetve a fundamentalis egzakt sorozatot, megkap-
hatjuk, hogy a 6 sejtés ekvivalens azzal, hogy chg(FEL /CL) = chg(Yy), mivel Iwasawa
tétele miatt UL /CL ~ A(G)/I(G)¢,. A bizonyitéasa a {6 sejtésnek ez utobbi egyenldség
igazolasa. A mar kiszamolt esetekben valojaban tobb is igaz.

3.5. Allitas. Ha F = Q(pp) ™ osztalyszama relativ p-hez, akkor

EL/CL =Y, =0.



Ez minden ismert esetben teljesiil és ekkor természetesen a G-karakterisztikus ideél-
juk is megegyezik (mindkettd az egész A(G)), illetve a fundamentalis egzakt sorozat és
Iwasawa tétele miatt Xo ~ A(G)/I(G)¢, is igaz.

Felvazoljuk chg(EL /CL) = chg(Ys) bizonyitasiat. Legyen L' : UL ~ A(GQ) az
Iwasawa tétel bizonyitasdban szerepld izomorfizmus. Bizonyithato, hogy LY(EL) f6-
ideal A(G)-ben, felhasznalva a (3.1) egzakt sorozatot, és Iwasawa azon eredményét,
hogy X,.-nek nincs nemnulla véges A(I'g)-részmodulusa, ahol I'y = Gal(F/Fp). Te-
hat valamilyen o € A(G)-re LYEL) = aA(G). Mivel CL ciklikus modulus, ezért
LNCL) = I(G)¢, f6ideal. CL részhalmaza E! -nek, tehat £1(CL) = I(G)¢, is rész-
halmaza L'(EL) = aA(G)-nek, igy I(G)¢, generdtora elsall af alakban valamilyen
B € A(G)-re. De ekkor az Iwasawa tétel UL /CL ~ A(G)/I(G)¢, izomorfizmusa ad egy

E,/Cs = A(G)/BA(G) (3:2)

izomorfizmust. Specidlisan chg(EL /CL) = BA(G).

Ha I' csoport izomorf Z, additiv csoportjaval, M pedig egy végesen generalt torzi6
A(T)-modulus, akkor ha M' és My végesek (eml.: a I'-invariansok és I-koinvariansok
halmaza), akkor definialjuk M I'-Fuler karakterisztikdjdt a

X(T, M) = #(Mr) [#(M")
képlettel, ahol #A jeloli egy véges A halmaz szamossagat.
3.6. Allitas. Legyenek M, és My végesen generdlt torzié A(I')-modulusok, melyekre
(1) chr(My) D chp(Ms) és

(i) x(I'; My) = x(T', My).
Ekkor chp(M,) = chp(Ms).

Ennek az allitasnak a hasznalataban az (i), azaz "chg(Ys,) osztja chg(EL /CL)"
bizonyitasa Euler rendszerek hasznalataval lehetséges, amiknek definidlasa a 4. fejezetre
marad. A (i7) igazolasa pedig I' = ['y-ra lehetséges.

4. Euler rendszerek

Az Euler rendszerek motivacioja az egyetlen ismert konkrét példaja is. Legyen r > 2
egész, ay, . ..,a, nemnulla egészek és nq,...,n, olyan egész szamok, amire Z;Zl n; = 0.
Definialjuk

o(T) = l_I(T*aj/2 — T%/%)"

Jj=1

hatvanysort a T2 valtozoban. Legyen S = {2} U {p prim | 35 : p osztja a;-t} és

Ws={¢€Q:¢™=1 valamilyen m > 1 egészre, amire (m,S) = 1} = @ fgoo -

q¢S prim

(4.1)
Mivel 2 € S, ezért minden ( € Wy szamnak egyértelmtien létezik négyzetgydke Wg-ben,
jelolje ezt /2. Definialjuk a kovetkezd

¢a:WS_>@X
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leképezést:
T

¢Q(C) = Oé(C) ha C 7£ 17 és ¢a(1) = Ha;-”.

j=1
4.1. Lemma. Minden ¢ € Wg egységgydkre
(i) teljesiil Ga(C™) = Ga(C) €5 6a(C7) = Ga(Q)” minden o € Gal(@/Q)-ra;
(ii) ha q prim nincs S-ben, akkor

H Qsa(pg) = %(Cq);

PELq
(i4i) ha q prim nincs S-ben és ¢ rendje relativ prim q-hoz, akkor

$a(pC) = ¢a(¢) mod q
minden p € [ig-ra €s minden q folotti q primre.

A {6 sejtés bizonyitasdhoz elég a 4.1. lemma allitdsait hasznalni, igy ez alapjan defi-
nialhatjuk az Euler rendszereket.

4.2. Definici6. Legyen S véges halmaza primeknek, ami tartalmazza a 2-t. Legyen Wy
a (4.1) altal definialt halmaz. Azt mondjuk, hogy ¢ : Wg — @X egy Fuler rendszer, ha
teljesiil minden ¢ € Wy egységgyokre a 4.1. lemma harom allitasa ¢, helyett ¢-re.

Térjiink vissza a f6 sejtés bizonyitasara. Legyen F' = F,, = Q(um+1)" test vala-
milyen m > 0 egészre. Jelolje A = A,, az F egészeinek gytrijének idedl osztalycso-
portjanak a p-hatvanyrendi elemei altal alkotott részcsoportot, illetve IT = Gal(F/Q) és
R = R,, = Z,[lI]. A 3.2. allitas szerint van egy

™ AG)
O—>§A(G>JCZ’—>YOO—>Q—>O

egzakt sorozat. Legyen § € A(G) annulatora (Q-nak, amire még az is teljesiil, hogy
R/pr(d)R véges, ahol pr : A(G) — R atermészetes vetités. Bizonyithato, hogy R/pr(5)R
véges. Legyen s egy fix p-hatvany, ami annulalja mind R/pr(Jd)R-t, mind R/pr(5)R-t.
Ekkor definidljuk a t = (#A)(#Q)pms"* p-hatvanyt, illetve R = (Z/tZ)[II] csoport-
gytrtt. Ha x € A(G), akkor jelolje a képét x* a A(G) — R természetes sziirjekcional.
Rogzitsiik még G-nek egy v topologikus generatorat, azaz a «y altal generalt részcsoport
lezartja G-ben az egész G csoport.
Az Euler rendszerek elméletével és teljes indukcioval bizonyithato az aldbbi tétel.

4.3. Tétel. Teljesili=1,...,h-ra, hogy ff ... [F osztja ((v — 1)B6")*-t R-ben.

Ebbél kovetkezik, hogy a megfelels oszthatosag teljesiil (Z/p™ 1 7Z)[Gal(F,,/Q)]-ban
is i = h-ra, mert t tobbszorose p™-nek. Mivel minden m > O-ra teljesiil és

A(G) = lim(Z/p"Z)[Gal(F,n / Q)]

ezért kompaktsagra hivatkozva fi... f, osztja (v — 1)B6"*-t A(G)-ben. Innen mar
megmutathato, hogy fi ... f, osztja 5-t, azaz éppen azt, ami a {6 sejtéshez kellett.
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