Ultraszorzatok és magasabbrendi formulak

Kola Laszlo
tv.: Sagi Gabor

1. Bevezetés

Legyen (A; : i € I) azonos nyelvi elsérendd strukturak egy rendszere és legyen F egy ultra-
sztirG I felett. Az (A; : ¢ € I) strukturak F szerinti ultraszorzatat ugy kapjuk, hogy direkt-
szorzatukban azonositjuk azokat az elemeket, melyeknek F-majdnem minden koordinatéja
egybeesik. Ez a konstrukcioé kézponti szerepet jatszik az els6rendid logika modellelméletében,
mert meglehetdsen precizen kontrollalhato, hogy az {A; : i € I} struktirdk mely elsérendi
tulajdonsagai 6roklgdnek az ultraszorzataikra: az F szerinti ultraszorzatukban pontosan azok
az elsérendi formulak lesznek igazak, melyek F-majdnem minden A;-ben igazak voltak.

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy milyen hasonlé megérzési tételek érvényesek a
magasabbrendii formuldkkal kapcsolatban. A kurzus soran [1| és [2] feldolgozasaval ezt a
problémakért tanulmanyoztam én is. Az el6bbi cikkekben adott valaszok azon alapulnak,
hogy az ultraszorzatokon természetes moédon be lehet vezetni bizonyos topologidkat, és a
megdrzési tételek e topologiak segitségével fogalmazhatok meg. Ebben az beszamoloban [1]-
et és |2]-t kovetve dsszefoglalom a sziikséges definiciokat, és a rajuk vonatkozo f6bb (korabban
ismert) eredményeket. Végiil, az utolsd fejezetben - témavezetém korabban publikilatlan
Otletét kozosen kidolgozva - e topoldgiai indittatast fogalmi keretek kozott megadjuk, hogy
két strukturaban mikor teljesiilnek pontosan ugyanazok a mésodrendd formulék.

A magasabbrendd formuldk koziil a legegyszertibbek a méasodrendid egzisztencialis for-
mulak (réviden Yi-formuldk); ezek a kovetkezd alaktak: IRg...3R, 19, ahol Ry, ..., R,_1
relaciovaltozok és 1 egy elsérendt formula. Ha ¢ egy ©1 formula, akkor ezt tgy is jeldljiik,
hogy ¢ € X1, A meg6rzés egyik irdnya azonnal kovetkezik:

1. Allitas. Ha ¢ € i olyan, amely majdnem minden A; (i € I) struktirdban igaz, akkor ¢
igaz az [[;c; Ai/ F ultraszorzatban.

Bizonyitds. Legyen J :={i € I : A; = ¢}. Minden egyes j € J-hez létezik olyan R ... Rfl_l C

AT relaciovaltozok, hogy (A, Ré, ey Rfl_l) = . Most legyen j € J esetén B; := (A;, Ré, ey Rf;_ﬁ
ési €I\ J esetén legyen B; := A;. Ekkor a Los-lemma alapjan

HBz‘/}-Fl/J

el
igy ¢ igaz a megfelel6 ultraszorzatban. O

A maésik irdny nem ennyire nyilvanvalo, és altalaban nem igaz. Erre mutatunk egy példat.
Minden egyes n € w esetén A, legyen egy olyan halmaz, hogy |A,| = n. Legyen F C P(w)
egy nemfs ultrasziirs. Legyen ¢ € X1 az a formula, hogy "van injektiv, de nem sziirjektiv
fiiggvény". Ekkor minden egyes k € w esetén létezik egy olyan elsérendd formula, amely azt
fejezi ki, hogy az alaphalmaznak legalabb k darab eleme van. A Lo$-lemma miatt [], ., An/F
végtelen struktura, tehat ¢ igaz benne. Mésrészt, mivel minden A, halmaz véges, ezért

fnew: A Fp}=0¢gF

A masik irdny vizsgalatdhoz [1]-ben bevezették az ultratopologidk fogalmat. Alabb ezt,
és az [1]-ben kidolgozott kapcsolodo fogalmakat és eredményeket ismertetjiik.



2. Ultratopologiak

Ebben a fejezetben I egy halmazt, F egy I feletti ultrasziir6t jelol, tovabba az A; (i € I)
struktarak mindig ugyanannak az elére rogzitett nyelvnek modelljei.

1. Definicié. Legyen A = [[,.; A;/F egy ultraszorzat. Egy R C A relacio felbontha-
t6 A-ban, ha minden egyes i € I-hez létezik egy olyan R; C (A;)* relacio, hogy (A, R) =
(IT;c;(Ai, Ri)) /F. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy (R;,i € I) R-nek a dekompozici-
Oja.

2. Definicié. Legyen a = (ag, a1, ..., ax—1) € A*. Azt mondjuk, hogy @ = (af),d,...,a, ;) €
(ITies Ai)k a-nak egy reprezentansa, ha ag = ap/F,a1 = a}/F,...,ap_1 = a)_,/F. Egy k-
valasztasi fiiggvényen egy olyan ~ : AF — (Hze I Ai)k fiiggvényt értiink, hogy minden a € A*
esetén a éppen az a egy reprezentansa. Tovabba h/F jeloli a (ho/F,h1/F,....hg_1/F) €
(ITies Ai/f)k relaciot.

Az 1-valasztasi fuiggvény a-hoz az a reprezentanst rendeli. A 2-valasztasi fliggvény is
ugyanezt csinalja, viszont fontos kiemelni, hogy a valasztasi fiiggvény nem feltétlentil koordi-
natanként hat. Azaz, ha a # b, akkor a és b ugyanazon koordinatai lehet, hogy nem egyenléek.

3. Definici6. Legyen ~ egy k-valasztasi fiiggvény, és R C A relacio. R zért az adott valasztasi
fliggvényre, ha R
(Va € A¥)({ieI:(3be R)a(i)=b(i)} € F=a € R)

Ha a valasztési fliggvény a szovegkornyezetbdl kideriil, akkor csupan annyit mondunk, hogy
R zart.

Legyen ~ egy k-valasztasi figgvény egy A ultraszorzaton. Ekkor egy a € A* pontot
pontosan akkor tekinthetjilk egy R C A* részhalmaz torlodasi pontjanak, ha "a majdnem
mindeniitt egybeesik R-nek egy megfelels elemével". Tehat a 3. Definicioban kovettiik azt
az intuicidt, hogy egy zart halmaznak minden torl6dasi pont eleme, amely megalapozza a
definicié helyességét. Az alabbi lemma elmondja, hogy a zart relaciok valoéban egy topoldgiat
alkotnak.

1. Lemma ([1], 3.4 Lemma). Legyen ~ egy k-vdlasztdsi figguény. Legyen C := {R C AF :
R zdrt}. Ekkor C zdrt véges unicképzésre és tetszdleges metszetképzésre.

4. Definicié. Legyen T = (A*,C) egy A ultraszorzat feletti topologikus tér, ahol C éppen a T
Osszes zart részhalmazainak csaladja. Ekkor C pontosan akkor egy k-dimenzi6s ultratopologia,
ha létezik egy olyan = k-valasztasi fliggvény, hogy C éppen az Osszes zart k-véltozos relaciok
halmaza.

5. Definicié. Ha T egy topologikus tér, R T-nek a részhalmaza, akkor azt mondjuk, hogy R
nyilt-zart, ha egyszerre nyilt és zart T-ben.

Most karakterizaljuk a felbonthat6 relacidkat az ultratopologidkkal.

1. Tétel ([1], 3.8 Theorem). Egy R C A* k-vdltozds reldcié pontosan akkor felbonthatd, ha
létezik egy olyan C ultratopoldgia A*-n, hogy R nyilt-zdrt (A*,C)-ben.



Az ultratopologiak és felbonthato relaciok segitségével jellemezni lehet, hogy az ultraszor-
zatok mikor 6rzik meg teljesen egy Yi-formula igazsagat.

2. Tétel ([1], 3.11 Theorem). Legyen ¢ = IRy..3R,_1% egy X1 formula. Ekkor a kivetkezdk
ekvivalensek:

1. {iel: A l=pteF

2. Létezik egy olyan C ultratopologia az A = [[;c; Ai/F ultraszorzaton, hogy léteznek olyan
nyilt-zdrt ROA, ooy R reldciok (A, C)-ben, hogy (A, R{,...,RA ) E 4.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: legyen f : A — B fiiggvény, k € w és U C A*. Legyen

fAU) = A{(f(uo), ..., f(ug—1)) : (uo,...,ur—1) € U}

6. Definicio. Legyenek Ag és By ugyanazon nyelv modelljei. Azt mondjuk, hogy By insze-
parabilis Ap-t6], ha minden k € w esetén és minden véges sok k-valtozos Ry, ..., R, 1 C kAo
relaciokhoz léteznek olyan A = 1 Ag/F és B = 1By/G ultrahatvanyok, 74,75 ultratopologi-
ék ¢s f : A — B izomorfizmus, hogy f*(!Ro/F),..., f* (! Rn_1/F) zart-nyiltak 7z-ben. Azt
mondjuk, hogy Ag és By egymastol inszeparabilisek, ha Ag inszeparabilis By-tol, és By insze-
parabilis Ag-tol.

Az inszeparabilitas segitségével jellemezhets, hogy két struktirdban mikor igazak ugyan-
azok a formulédk. Ehhez bevezetjiik a kivetkez§ definicidkat:

7. Definicié. Legyen A egy L nyelv modellje. Ekkor A Y1-elméletét tgy definidljuk, hogy
THy1(A) :=={p € Fmz1(L) : A |= ¢}
ahol F'mg; (L) jeléli az L nyelv ¥i-formulainak halmazat.

8. Definicié. Legyenek A és B ugyanazon nyelvek modelljei. Azt mondjuk, hogy A Xi-
kisebb, mint B, ha THy1(A) € THy:(B). Jelben: A <g1 B. Azt mondjuk, hogy A ¢s B
Y1-ekvivalensek, ha THy1(A) =THy:(B). Jelben: A=y, B.

3. Tétel ([1], 4.4 Theorem). Legyenek A és B ugyanazon nyelvek modelljei. Ekkor a kévet-
kezdk ekvivalensek:

1. B inszepardbilis A-tol

1. Kovetkezmény (|1], 4.5 Corollary). Legyenek A és B ugyanazon nyelvek modelljei. Ekkor
A =51 B pontosan akkor, ha A és B inszepardbilisek egymdstal.



3. F6eredmény

Az aldbbiakban modszeriinket $1-formulakrol kiterjesztjiik tetszéleges masodrendi formulak-
ra. Ez az eredmény korabban nem jelent meg sehol, a kurzus keretében témavezetém otletét

dolgoztam ki.

4. Tétel. Legyenek A és B ugyanazon nyelv modelljei. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

1.

2.

A és B egymdastdl inszepardbilisek.

Rogzitett k € w esetén létezik olyan J indexhalmaz, G C P(J) ultraszird, T4, 3 ultrato-
poldgidk €és g : JA/Q — JB/Q izomorfizmus, hogy minden n € w-re és Ry, ..., Rn—1 C*A
reldciok esetén g*(!Ro/G), ..., g* ( Rn_1/G) zdrt-nyiltak t5-ben. Itt A és B szerepe meg-
cserélhetd.

3. A=x1 B
4. A=s0 B, azaz tetszéleges mdsodrendd ¢ formuldira A = ¢ ACSA B = ¢.
Bizonyitds.
1. = 2.: Legyen k € w rogzitett és legyen

2. —1.:

1.+ 3.

2. —4.:

J:={{Ro, ..., Rn-1,50, ., Sm—1}n,m e w,Vi <n: R; C FANG <m: S; C kB}.

A feltétel szerint minden S € J-hez létezik Ig indexhalmaz, Fg C P(Ig) ultrasziird,
TA8, TB,s ultratopologiak és fg : Is A/ Fs — 15 B/ Fs izomorfizmus, hogy fS(ISRo/]:S)

fi(Is Ry—1/Fs) zart-nyiltak 75 g-ben. Legyen S € J esetén S := ={ZeJ:SC Z}
Mivel ha So, ..., Sp_1 € J, akkor Sy N ... N Sp_1 > {So, ..., Sm_1}, czért {§: S € J}
egy véges metszet tulajdonsiga halmazrendbzer, igy kiterjeszthet§ egy F ultraszirévé.
Legyen a G ultrasziir6 az Fg ultraszlir6k szorzataként definialva a | Jg. ; Is halmazon:

Xeg <& (SeJ:{Yels:(S,Y)eX)eFsyeF

Legyen a € Y A. Ekkor @ felirhaté ugy, hogy (@o, @1, ...), ahol @; € /si A. Igy f : 7 A/G —
IB/G, f(a) := (fs,(ao), fs, (a1),...) egy izomorfizmus.

Nyilvanvalo.
Ez az ekvivalencia azonos az 1. Kovetkezménnyel.

Legyen ¢ egy mésodrendi formula, amelynek alakja

0 = (QoRo)(Q1R1)..(Qn-1Rn—1)1

ahol mindegyik @Q); vagy egy masodrendii egzisztencialis vagy egy mésodrendd univerzélis
kvantor, R;-k masodrendi relaciévaltozok és v egy els6rendid formula. A kvantorok
szama szerinti indukciét alkalmazunk.



Ha a kvantorok szama legfeljebb 1, akkor készen vagyunk, hiszen megmutattuk, hogy
az elsg 3 allitas ekvivalens.

Tegyiik fel, hogy
AE¢ ACSA Bl

teljesiil n darab kvantor esetén. Legyen

90/ = (QlRl)(Qn—an—l)(Qan)w

és o = JRyy’. Tegyiik fel, hogy A | . Ekkor létezik egy olyan R4 relaci6 A-n,
hogy (A, Ra) E ¢'. Tovabba az 1. és 2. allitasok ekvivalencisja alapjan létezik olyan
Rp relacié B-n, hogy (A, Ra) és (B, Rp) inszeperabilisek egyméastol. Tehat az indukcié
alapjan (B, Rg) = ¢, igy B |E ¢. Hasonloan bizonyithat6 az is, hogy ha B = ¢, akkor
A = ¢ a szimmetria miatt.

Most legyen ¢ = VRyp' és ', mint az el6bb. Ugyanigy, elég azt bizonyitani, hogy
ha A E ¢, akkor B | ¢. Indirekten tegyiik fel, hogy A | ¢ és B [~ ¢ egyszerre
teljesiil. Ekkor B = —¢ teljesiil. Viszont —p = JRo—¢/, {gy az el6z6 szakasz alapjan
A E JRy~¢', azaz A = —p teljesiil, ami ellentmondas.

Ezzel befejeztiik az indukcidt.

. Trivialis.
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