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Kivonat
A p-szinezhetOség egy egyszerlien lefrhaté csomédinvaridns. Vesziink egy p primszamot és azt
nézziik, hogy a csomé diagramjat kiszinezhetjik-e p szinnel bizonyos (p-t&l fiiggd) feltételek
mellett. Azonban a szinezéshez jellemz&en nem kell mind a p szint felhaszndlnunk a csomé
alkalmas diagramjat tekintve. A hasznélt szinek minimadlis szdméra ismert als6 korlat p = 19-
ig minden primre megvaldsithatd, azonban ef6lott csak gyenge felsé becsléseink vannak erre
az értékre. A kutatds célja, hogy szamitégépes program segitségével tovabbi primszamokra

taldljunk minél jobb felsé korlatokat.

1. Csomodk, csomodiagramok

1.1. Definicié (Csomd). Az R3 tér egy K C R3 St kérvonallal homeomorf részét csoménak
nevezziik. A K C R® csomdt szelidnek nevezziik, ha minden x € K pontnak létezik olyan U, R>-
beli kornyezete, hogy az (Uy, K NU,) pdr homeomorf a (D3, D1) pdrral, ahol D' a D3 dtmérdije.

Fllenkezd esetben K-t vad csomonak nevezziik.
Mi csak szelid csomodkkal fogunk foglalkozni a tovabbiakban.

1.2. Definicié (Csomdk izotépidja). A Ky és Ko csomdk izotépak egymdssal, ha létezik olyan

h:R3 = R3 homeomorfizmus, amely szerint K, képe Ko és h izotop R? identitdsdval.

A csomok izotopiaosztalyait kiilonboz6é invaridansokkal igyeksziink klasszifikdlni. Eddig nem ismert

olyan jol szamolhaté invaridns, amely egy az egyben megfeleltetésben van az izotépiaosztalyokkal.

1.3. Definicié (Lanc). Egymdst nem metszd csomdk egy véges csalddjdt ldancnak nevezzik.

ez

lancoknak.

A csomok és lancok abrazolasahoz segitségiinkre vannak a csomoédiagrammok.

1.4. Definicié (Csomdédiagram). Adott egy K csomd. Vetitsiik le K-t egy olyan R? C R? sikra,
melyre teljesiil, hogy minden pont Gse legfeljebb kételemd halmaz és R? minden pontjdnak van olyan
kérnyezete, amelynek 6sén a vetités legfeljebb eqy ponttdl eltekintve injektiv. A kapott S' - R?
képén jeloljiik, hogy a kettds pontokndl melyik szdl van tavolabb a siktol, amire vetitettik. Az igy

kapott abrdt a csomd diagramjdnak nevezzik.
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1.5. Példa (Trefoil diagram). Iit ldthaté a hdromleveld csomd (trefoil) diagramja:

QD

Hasonléan definialhatjuk a lancok diagramjait is.

1.6. Definicié (Reidemeister-mozgésok). Egy csomd- vagy ldncdiagramon az aldbbi vdltozatdsokat

Reidemeister-mozgasoknak nevezziik:
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1.7. Tétel (Reidemeister). [8] Két csomddiagram pontosam akkor reprezentdl egymdssal izotdp

csomokat, ha Rediemeister-mozgdsokkal és a sik izotopidival eqymdsba vihetoek.

2. p-szinezhetOség, ismert eredmények

2.1. Definici6é (p-szinezhetdség). Legyen p egy primszim. Ekkor egy csomd diagramjdinak p-
szinezésének nevezziik, ha az fveit megszdmozzuk a {0,1,...,p — 1} halmaz elemeivel dgy, hogy
minden keresztezédésnél teljesil a 2x = y + z mod p kongruencia, ahol x a felil, y és z pedig az
alul halado tvek szdmai, tovdbbd nem minden fvnek ugyanaz a szama. Ha egy diagramnak létezik

p-szinezése, akkor p-szinezhetének mevezziik.

2.2. Allitas. A p-szinezések szdéma csomdinvaridns, azaz nem figg attdl, hogy a csoménak melyik

diagramjat tekintjik.

2.3. Példa (3-szinezés). A hdromlevelli csomd 3-szinezhetd. A 3-szinezhetdség valdjaban azt jelenti,

hogy a diagramot kiszinezhetjik-e harom szinnel gy, hogy minden keresztezédésnél harom egyforma
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vagy hdrom kiilonbézdé szint hasznalunk. lgy a hdaromlevelidi csomonak dsszesen 6-féle 3-szinezése

van.

2.4. Definicié (Csomé determindnsa). Egy csomd diagramjdt tekintve rendeljink minden fvhez
egy vdltozot. Ezekre a keresztezddéseknél kapunk egy-eqy 2x — y — z = 0 egyenletet, ahol x a feliil,
y €s z pedig az alul haladd tvekhez tartozé wvdltozok. Az igy kapott egyenletrendszer mdtrizdnak

determindansat a csomo determindnsdnak nevezzik.

2.5. Allitas. Egy csomd determindnsa csomdinvaridns, azaz nem figg attél, hogy a csomdnak

melyik diagramjat tekintjik.
2.6. Allitas. Eqgy csoméd pontosan akkor p-szinezhetd, ha p osztja a determindnsdt.

A kutatés f6 téméja az volt, hogy mi az a minimélis szinszdm (pontosabban mi a maradékoszta-
lyok minimdlis szdma), ami biztosan elég egy p-szinezhetd csomé p-szinezéséhez a csomé alkalmas

diagramjat tekintve.

2.7. Definicié. Legyen p egy primszdm, K pedig egy p-szinezhetd csomo. Ekkor C,(K) jeldlje a

K diagramjainak p-szinezéseiben haszndlt szinek szamdnak minimumdt.
Erre ad als6 becslést a kovetkezé eredmény:
2.8. Allitas. [5] Tetszbleges p-szinezhetd K csomdra Cp(K) > [logy p| + 2.
2.9. Allitas. p < 19 esetén ezek a felsé becslések élesek, azaz:

e C3(K)=3

« C5(K) =4 (9], 2009)

~—_ ~—

« Ci(K) =4 ([7], 2010)
K)=5 (6], 2015)

)
. Ci3(K) =5 ([2], 2015)
)

« Cio(K) =6 ([10], 2022)

Illetve 1étezik egy gyenge fels6 becslés is:

2.10. Allitas. Legyen p = 2k+1 > 7 egy primszim, L pedig p-szinezheté linc. Ekkor létezik L-nek

olyan diagramja, amely szinezéséhez nincs szikség a 2k,2k — 1, illetve k szinekre. [4]

2.11. Kovetkezmény. Legyen p > 7 primszdm. FEkkor tetszdleges K p-szinezhetd csomdra
Cp(K )<p-3.

A fenti éles példak tanulmanyozasa kozben a kovetkez6 sejtés fogalmazédott meg bennem:

2.12. Sejtés. Legyen p primszim, K p-szinezhetd csomd, S = {c1,¢a,...,cn} pedig olyan mara-
dékrendszer mod p, amelyre teljestil, hogy minden c; € S-hez léteznek olyan téle kiilénbézo cj, ci, € S

szamok, hogy 2¢; = c; + ¢ mod p. Ekkor K-nak alkalmas diagramja p-szinezhetd S elemeivel.

Ezt a sejtést az alapozza meg, hogy a fenti cikkek végeredményeiben kapott maradékrendszerek a
p = 17 eset kivételével mind teljesitették ezt a tulajdonsidgot. A kutatas egyik célja az volt, hogy
kideriiljon 1étezik-e olyan 6 elemii maradékrendszer, ami teljesiti ezt a tulajdonsagot és minden 17-

szinezhetd csomo alkalmas diagramja szinezhetd vele. Sajnos ez egyelore nem deriilt ki szamomra.
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3. Grid-diagramok

A csomodiagramok sikgrafként nehezen kezelhetéek szamitogéppel, igy egy olyan specidlis forméa-

jukat fogjuk hasznalni, amit kénnyebben tudunk tarolni és valtoztatni.

3.1. Definicié (Grid-diagram). Egy irdnyitott csomd grid-diagramon vald dbrdzoldsdt egy n X n-es

racson elhelyezett "X" és "O" szimbolumok adjik, amik teljesitik a kévetkezd feltételeket:
1. Minden sorban pontosan egy-egy "X" és "O" szimbolum talalhato.
2. Minden oszlopban pontosan egy-egy "X" és "O" szimbolum taldlhato.
8. Semelyik celldban sincs "X" és "O" jel is.

Az igy kapott rdcson az egy oszlopban, illetve sorban lévd szimbolumokat kdssik dssze, az oszlopkban
X' "0", a sorokban pedig "O"— "X " irdnyban. Igy lesz egy irdnyitott csomddiagramunk, amit dgy
kapunk, hogy az igy mehatdrozott szakaszokat tekintjik egymds utdn, a keresztezddéseknél pedig

mindig a figgbleges szal fog felil menni. Az n szamot a diagram grid-szamdnak nevezzik.
A definicié hasonléan megy lancokra.
3.2. Allitas. Minden irdnyitott linchoz létezik 6t reprezentdld grid-diagram.

3.3. Példa. Iit ldthato a hdromleveld csomd egy grid-diagramja:

X

o
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X< (5

3.4. Definicié (Grid-mozgésok). Tekintsik a kovetkezd vdltoztatdsokat egy grid-diagramon:

1. Kommutdcio: Ha a diagram két szomszédos oszlopdban az "X" és "O" jelek dltal meghatdro-
zott fiiggoleges intervallumok diszjunktak vagy az eqyik a mdsik belsejébe esik, akkor ezeket

megcserélhetjik. Ugyanezt megtehetjik sorokkal is.

2. Stabilizdcio: Ha adott eqgy n grid-szdmd diagram, akkor készithetiink beldle eqy n + 1 grid-
szami diagramot a kovetkezé modon. Vilasszunk egy jeldlt celldt és az & soraban és oszlopdban
1évd jeleket toroljik ki, majd osszuk ketté a sort és az oszlopot. A kapott (n+1) x (n+ 1)-es

diagramot téltsiik ki az eqyik lehetséges modon azok kozil, amik az dbrdn ldthatoak.

8. Destabilizdcio: A stabilizdcid inverze.
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3.5. Tétel (Cromwell). [1] Két grid-diagram pontosan akkor reprezentdl izotdp lancokat, ha a fenti

grid-mozgdsokkal eqgymdsba vihetéek.

4. Bizonyitasok segitése szamitogépes programmal

A fenti bizonyitasok jellemzden ugyanazt a moddszert hasznéljak Cp,(K) felsé becslésére: egyes
diagramrészleteken Reidemeister-mozgasokat végeznek, igy elimindlva bizonyos szineket a diag-
ramrél. Ezek nagyobb primekre mar nagyon nagy méretii és Osszetett abrakat eredményeznek,
ezek megtaldlasat igyekeztem egy C# programmal elGsegiteni, ami a bizonyitasokban hasznalt
diagramrészletekbdl készit egy egyszerisitett grid-diagramot, majd ezen végez véletlenszeri

grid-mozgasokat.

Az aldbbiakban csomédiagram-részleteket lathatunk, amiket a bizonyitdsokban manipuldlunk. Eze-
ket el6szor kiegészitjiik egy-egy lancdiagrammd, majd készitiink belOle egy-egy grid-diagramot,
hogy a szamitdégép kezelni tudja. Mivel fontos, hogy melyik keresztez6désekbél indulunk ki, igy
ezeket "+" jellel, a kiegészitéskor 1étrejove keresztetdéseket pedig "u" jellel jeloljik. Mivel a csomd
iranyitasa a szinezésnél nem lényeges, igy a konnyebb kezelhetoség érdekében az "X" és "O" jeleket

egyarant "X"-szel jeloljiik.

1

I XX
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A program egy Grid nevii osztdllyal dolgozik. Ebben téarolja az egyszerisitett grid-diagram
méretét, az "X" szimbolumok helyeit sorok és oszlopok szerint egyarant, illetve a "4" és "u"
szimbodlumok pozicidit (ezeket "startcross" és "imcross" néven). Térol tovabba egy p primszdmot,
illetve a fliggbleges szakaszok szineit. Elegendd ezeket tarolni, hiszen a tobbi szal szine ezekbdl

egyértelmiien kikovetkeztethetd.

A "Presetl", "Preset2", "Preset3" és "Presetd' fiiggvények a fenti abrakbdl kapott diagramokat
hozzdk létre az argumentumban megadott szinezéssel. A "Commutation", "Stabilization" és "De-
stabilization" fiiggvények a grid-mozgasokat valdsitjak meg. Végiil a "DeletingColor" fiiggvény egy
megadott diagramrészleten véletlenszerii mozgatasokat végez, egészen addig, amig a szinkészletét

egy kivant szinkészlet részhalmazava nem teszi.

A kédban megadott fliggvényhivasok a [9] forrds 4-es szdmi abrdjén ldthaté moddositdsokat
igyekeznek reprodukélni. A 2., 3. és 4. diagramot valéban meg is tudja valdsitani, az elsét azonban
hosszt futas utan sem taldlta meg. Ennek oka els6sorban az lehet, hogy a program véletlenszer{ien
keres megoldast és ezzel a "bruteforce” modszerrel ilyen 6sszetettségli Abrakat mar nem tudunk az
elvart futési idében produkalni vele. Igy a program ugyan hasznalhaté grid-diagramok kezelésére,

ebben a formaban viszont még nem elég hatékony 14j eliminacidk generdlaséara.

Az aldbbi dbrén a fenti forras 4-es szamu dbrajan a harmadik diagramnak megfelelé manupulécié

eredményét lathatjuk:
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Az egyszerilibb esetekre lathatéan tud megolddsokat produkalni a program, igy érdemes lehet a
tovabbi fejlesztésével foglalkozni. A hatékonysagdat még tobb moédon is lehetne novelni. A szineket
jelenleg csak a fiigg6leges szakaszokon tarolja és minden lépésben végignézi a tobbi szakasz szinét,
ha ezeket kiilon tarolna, akkor valamivel kisebb lenne a futdsi ideje. Masrészt jelenleg a kiilonbozé
grid-mozgatdsokat fix valészintiségekkel végzi, ezeket lehetne optimalizalni, illetve fiiggévé tenni
a grid aktudlis méretétdl (példdul kisebb gridnél lehetne nagyobb a stabilizicié valdszinlisége,

nagyobbndl pedig a destabilizaci6é).
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