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Kivonat
A p-színezhetőség egy egyszerűen leírható csomóinvariáns. Veszünk egy p prímszámot és azt
nézzük, hogy a csomó diagramját kiszínezhetjük-e p színnel bizonyos (p-től függő) feltételek
mellett. Azonban a színezéshez jellemzően nem kell mind a p színt felhasználnunk a csomó
alkalmas diagramját tekintve. A használt színek minimális számára ismert alsó korlát p = 19-
ig minden prímre megvalósítható, azonban efölött csak gyenge felső becsléseink vannak erre
az értékre. A kutatás célja, hogy számítógépes program segítségével további prímszámokra
találjunk minél jobb felső korlátokat.

1. Csomók, csomódiagramok

1.1. Definíció (Csomó). Az R3 tér egy K ⊂ R3 S1 körvonallal homeomorf részét csomónak
nevezzük. A K ⊂ R3 csomót szelídnek nevezzük, ha minden x ∈ K pontnak létezik olyan Ux R3-
beli környezete, hogy az (Ux, K ∩ Ux) pár homeomorf a (D3, D1) párral, ahol D1 a D3 átmérője.
Ellenkező esetben K-t vad csomónak nevezzük.

Mi csak szelíd csomókkal fogunk foglalkozni a továbbiakban.

1.2. Definíció (Csomók izotópiája). A K1 és K2 csomók izotópak egymással, ha létezik olyan
h : R3 → R3 homeomorfizmus, amely szerint K1 képe K2 és h izotóp R3 identitásával.

A csomók izotópiaosztályait különböző invariánsokkal igyekszünk klasszifikálni. Eddig nem ismert
olyan jól számolható invariáns, amely egy az egyben megfeleltetésben van az izotópiaosztályokkal.

1.3. Definíció (Lánc). Egymást nem metsző csomók egy véges családját láncnak nevezzük.

A láncok izotópiáját a csomókéhoz hasonlóan definiálhatjuk. A csomók tekinthetők egykomponensű
láncoknak.
A csomók és láncok ábrázolásához segítségünkre vannak a csomódiagrammok.

1.4. Definíció (Csomódiagram). Adott egy K csomó. Vetítsük le K-t egy olyan R2 ⊂ R3 síkra,
melyre teljesül, hogy minden pont őse legfeljebb kételemű halmaz és R2 minden pontjának van olyan
környezete, amelynek ősén a vetítés legfeljebb egy ponttól eltekintve injektív. A kapott S1 ↬ R2

képén jelöljük, hogy a kettős pontoknál melyik szál van távolabb a síktól, amire vetítettük. Az így
kapott ábrát a csomó diagramjának nevezzük.
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1.5. Példa (Trefoil diagram). Itt látható a háromlevelű csomó (trefoil) diagramja:

Hasonlóan definiálhatjuk a láncok diagramjait is.

1.6. Definíció (Reidemeister-mozgások). Egy csomó- vagy láncdiagramon az alábbi változatásokat
Reidemeister-mozgásoknak nevezzük:

1.7. Tétel (Reidemeister). [8] Két csomódiagram pontosam akkor reprezentál egymással izotóp
csomókat, ha Rediemeister-mozgásokkal és a sík izotópiáival egymásba vihetőek.

2. p-színezhetőség, ismert eredmények

2.1. Definíció (p-színezhetőség). Legyen p egy prímszám. Ekkor egy csomó diagramjának p-
színezésének nevezzük, ha az íveit megszámozzuk a {0, 1, . . . , p − 1} halmaz elemeivel úgy, hogy
minden kereszteződésnél teljesül a 2x ≡ y + z mod p kongruencia, ahol x a felül, y és z pedig az
alul haladó ívek számai, továbbá nem minden ívnek ugyanaz a száma. Ha egy diagramnak létezik
p-színezése, akkor p-színezhetőnek nevezzük.

2.2. Állítás. A p-színezések száma csomóinvariáns, azaz nem függ attól, hogy a csomónak melyik
diagramját tekintjük.

2.3. Példa (3-színezés). A háromlevelű csomó 3-színezhető. A 3-színezhetőség valójában azt jelenti,
hogy a diagramot kiszínezhetjük-e három színnel úgy, hogy minden kereszteződésnél három egyforma
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vagy három különböző színt használunk. Így a háromlevelű csomónak összesen 6-féle 3-színezése
van.

2.4. Definíció (Csomó determinánsa). Egy csomó diagramját tekintve rendeljünk minden ívhez
egy változót. Ezekre a kereszteződéseknél kapunk egy-egy 2x − y − z = 0 egyenletet, ahol x a felül,
y és z pedig az alul haladó ívekhez tartozó változók. Az így kapott egyenletrendszer mátrixának
determinánsát a csomó determinánsának nevezzük.

2.5. Állítás. Egy csomó determinánsa csomóinvariáns, azaz nem függ attól, hogy a csomónak
melyik diagramját tekintjük.

2.6. Állítás. Egy csomó pontosan akkor p-színezhető, ha p osztja a determinánsát.

A kutatás fő témája az volt, hogy mi az a minimális színszám (pontosabban mi a maradékosztá-
lyok minimális száma), ami biztosan elég egy p-színezhető csomó p-színezéséhez a csomó alkalmas
diagramját tekintve.

2.7. Definíció. Legyen p egy prímszám, K pedig egy p-színezhető csomó. Ekkor Cp(K) jelölje a
K diagramjainak p-színezéseiben használt színek számának minimumát.

Erre ad alsó becslést a következő eredmény:

2.8. Állítás. [5] Tetszőleges p-színezhető K csomóra Cp(K) ≥ ⌊log2 p⌋ + 2.

2.9. Állítás. p ≤ 19 esetén ezek a felső becslések élesek, azaz:

• C3(K) = 3

• C5(K) = 4 ([9], 2009)

• C7(K) = 4 ([7], 2010)

• C11(K) = 5 ([6], 2015)

• C13(K) = 5 ([2], 2015)

• C17(K) = 6 ([3], 2020)

• C19(K) = 6 ([10], 2022)

Illetve létezik egy gyenge felső becslés is:

2.10. Állítás. Legyen p = 2k+1 > 7 egy prímszám, L pedig p-színezhető lánc. Ekkor létezik L-nek
olyan diagramja, amely színezéséhez nincs szükség a 2k, 2k − 1, illetve k színekre. [4]

2.11. Következmény. Legyen p > 7 prímszám. Ekkor tetszőleges K p-színezhető csomóra
Cp(K) ≤ p − 3.

A fenti éles példák tanulmányozása közben a következő sejtés fogalmazódott meg bennem:

2.12. Sejtés. Legyen p prímszám, K p-színezhető csomó, S = {c1, c2, . . . , cn} pedig olyan mara-
dékrendszer mod p, amelyre teljesül, hogy minden ci ∈ S-hez léteznek olyan tőle különböző cj , ck ∈ S

számok, hogy 2ci = cj + ck mod p. Ekkor K-nak alkalmas diagramja p-színezhető S elemeivel.

Ezt a sejtést az alapozza meg, hogy a fenti cikkek végeredményeiben kapott maradékrendszerek a
p = 17 eset kivételével mind teljesítették ezt a tulajdonságot. A kutatás egyik célja az volt, hogy
kiderüljön létezik-e olyan 6 elemű maradékrendszer, ami teljesíti ezt a tulajdonságot és minden 17-
színezhető csomó alkalmas diagramja színezhető vele. Sajnos ez egyelőre nem derült ki számomra.
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3. Grid-diagramok

A csomódiagramok síkgráfként nehezen kezelhetőek számítógéppel, így egy olyan speciális formá-
jukat fogjuk használni, amit könnyebben tudunk tárolni és változtatni.

3.1. Definíció (Grid-diagram). Egy irányított csomó grid-diagramon való ábrázolását egy n×n-es
rácson elhelyezett "X" és "O" szimbólumok adják, amik teljesítik a következő feltételeket:

1. Minden sorban pontosan egy-egy "X" és "O" szimbólum található.

2. Minden oszlopban pontosan egy-egy "X" és "O" szimbólum található.

3. Semelyik cellában sincs "X" és "O" jel is.

Az így kapott rácson az egy oszlopban, illetve sorban lévő szimbólumokat kössük össze, az oszlopkban
"X"→"O", a sorokban pedig "O"→"X" irányban. Így lesz egy irányított csomódiagramunk, amit úgy
kapunk, hogy az így mehatározott szakaszokat tekintjük egymás után, a kereszteződéseknél pedig
mindig a függőleges szál fog felül menni. Az n számot a diagram grid-számának nevezzük.

A definíció hasonlóan megy láncokra.

3.2. Állítás. Minden irányított lánchoz létezik őt reprezentáló grid-diagram.

3.3. Példa. Itt látható a háromlevelű csomó egy grid-diagramja:

3.4. Definíció (Grid-mozgások). Tekintsük a következő változtatásokat egy grid-diagramon:

1. Kommutáció: Ha a diagram két szomszédos oszlopában az "X" és "O" jelek által meghatáro-
zott függőleges intervallumok diszjunktak vagy az egyik a másik belsejébe esik, akkor ezeket
megcserélhetjük. Ugyanezt megtehetjük sorokkal is.

2. Stabilizáció: Ha adott egy n grid-számú diagram, akkor készíthetünk belőle egy n + 1 grid-
számú diagramot a következő módon. Válasszunk egy jelölt cellát és az ő sorában és oszlopában
lévő jeleket töröljük ki, majd osszuk ketté a sort és az oszlopot. A kapott (n + 1) × (n + 1)-es
diagramot töltsük ki az egyik lehetséges módon azok közül, amik az ábrán láthatóak.

3. Destabilizáció: A stabilizáció inverze.
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3.5. Tétel (Cromwell). [1] Két grid-diagram pontosan akkor reprezentál izotóp láncokat, ha a fenti
grid-mozgásokkal egymásba vihetőek.

4. Bizonyítások segítése számítógépes programmal

A fenti bizonyítások jellemzően ugyanazt a módszert használják Cp(K) felső becslésére: egyes
diagramrészleteken Reidemeister-mozgásokat végeznek, így eliminálva bizonyos színeket a diag-
ramról. Ezek nagyobb prímekre már nagyon nagy méretű és összetett ábrákat eredményeznek,
ezek megtalálását igyekeztem egy C# programmal elősegíteni, ami a bizonyításokban használt
diagramrészletekből készít egy egyszerűsített grid-diagramot, majd ezen végez véletlenszerű
grid-mozgásokat.

Az alábbiakban csomódiagram-részleteket láthatunk, amiket a bizonyításokban manipulálunk. Eze-
ket először kiegészítjük egy-egy láncdiagrammá, majd készítünk belőle egy-egy grid-diagramot,
hogy a számítógép kezelni tudja. Mivel fontos, hogy melyik kereszteződésekből indulunk ki, így
ezeket "+" jellel, a kiegészítéskor létrejövő keresztetdéseket pedig "u" jellel jelöljük. Mivel a csomó
irányítása a színezésnél nem lényeges, így a könnyebb kezelhetőség érdekében az "X" és "O" jeleket
egyaránt "X"-szel jelöljük.
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A program egy Grid nevű osztállyal dolgozik. Ebben tárolja az egyszerűsített grid-diagram
méretét, az "X" szimbólumok helyeit sorok és oszlopok szerint egyaránt, illetve a "+" és "u"
szimbólumok pozícióit (ezeket "startcross" és "imcross" néven). Tárol továbbá egy p prímszámot,
illetve a függőleges szakaszok színeit. Elegendő ezeket tárolni, hiszen a többi szál színe ezekből
egyértelműen kikövetkeztethető.

A "Preset1", "Preset2", "Preset3" és "Preset4" függvények a fenti ábrákból kapott diagramokat
hozzák létre az argumentumban megadott színezéssel. A "Commutation", "Stabilization" és "De-
stabilization" függvények a grid-mozgásokat valósítják meg. Végül a "DeletingColor" függvény egy
megadott diagramrészleten véletlenszerű mozgatásokat végez, egészen addig, amíg a színkészletét
egy kívánt színkészlet részhalmazává nem teszi.

A kódban megadott függvényhívások a [9] forrás 4-es számú ábráján látható módosításokat
igyekeznek reprodukálni. A 2., 3. és 4. diagramot valóban meg is tudja valósítani, az elsőt azonban
hosszú futás után sem találta meg. Ennek oka elsősorban az lehet, hogy a program véletlenszerűen
keres megoldást és ezzel a "bruteforce" módszerrel ilyen összetettségű ábrákat már nem tudunk az
elvárt futási idóben produkálni vele. Így a program ugyan használható grid-diagramok kezelésére,
ebben a formában viszont még nem elég hatékony új eliminációk generálására.

Az alábbi ábrán a fenti forrás 4-es számú ábráján a harmadik diagramnak megfelelő manupuláció
eredményét láthatjuk:
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Az egyszerűbb esetekre láthatóan tud megoldásokat produkálni a program, így érdemes lehet a
további fejlesztésével foglalkozni. A hatékonyságát még több módon is lehetne növelni. A színeket
jelenleg csak a függőleges szakaszokon tárolja és minden lépésben végignézi a többi szakasz színét,
ha ezeket külön tárolná, akkor valamivel kisebb lenne a futási ideje. Másrészt jelenleg a különböző
grid-mozgatásokat fix valószínűségekkel végzi, ezeket lehetne optimalizálni, illetve függővé tenni
a grid aktuális méretétől (például kisebb gridnél lehetne nagyobb a stabilizáció valószínűsége,
nagyobbnál pedig a destabilizációé).
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