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1. Bevezetés

Az Erdds-Turan-tételrdl el6szor témavezetdmtdl hallottam. Alapszakos szakdolgozatomat eb-
ben a témadban irtam “Erdds-Turdn-tétel és dltaldnositidsai” cimmel. A téma kutatdsat folytattam
ezen féléves egyéni kutatomunkdm sordn. Az elért eredményeimrdl TDK dolgozatatot irtam
”Homogén polinomok primosztdinak szamardl” cimmel.
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Kutatasom témakorében alapvetd Erdss és Turdn kovetkezd tétele:

1. Tétel. (Erdés-Turdn [1]) Ha pozitiv egész szdmok H halmazdra |H| = 3-2%~1, ahol k € 7%,
akkor W([ 1, perrazp(@+0) >k + 1.

A kutatdsom célja ehhez hasonl6 allitdsok bizonyitdsa volt homogén kétvaltozos egész egyiitt-
hatds f(a, b) polinomokra, vagyis pozitiv egész szimok véges H halmazdra az w([ [, ye s o f (@, 1))
szam |H |-t6l és f-tol fiiggs also becslése. Ebben az Erds-Turan-tétel elemi kombinatorikai és
szamelméleti Otleteket alkalmazé bizonyitasat fejlesztettem tovabb. Ezen beliil egy fontos lem-

ma a kovetkezd:

1. Lemma. (Erdés-Turdn) Ha adott egy p pdratlan primszdm és n kiilonbozd pozitiv egész
n

szdm (n € Z7%), utobbiak koziil kivdlaszthato [%] iigy, hogy kiziiliik bdarmely a # b pdrra
vp(a +b) = min(vy(a), vy(b)).

Erd6s és Turdn eredménye nyoman mar tobb hasonld kérdést vizsgdltak ahol altaldban egy
helyett két halmazra képeztek kétvaltozds egész egyiitthatés polinomba a kiilonb6z6 halma-
zokbdl vett szamparokat behelyettesitve Gj szamokat (mig Erdds €s Turdn egy halmazra a bel6le
vett kiilonb6z6 elemekbdl allé parokra képeztek 1) szamokat) €és ezek kiilonbdzd primosztoi
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szdmanak minimumaét vizsgéltdk. Ezen eredmények bizonyitdsai dltaldban nem elemiek. A
kovetkezd alsé becslések diofantikus szamelméleti segédeszkozokkel lettek belatva:

2. Tétel. (Gydry-Stewart-Tijdeman [4]) Létezik olyan hatékonyan kiszdmithaté ¢, > 0 kons-
tans, amelyre ha A és B pozitiv egész szamok véges halmazai, |A| > |B| > 2 feltétellel, akkor

w( H (a+b)>>cllog|A|.

a€AbEB

3. Tétel. (Gydry-Sdarkizy-Stewart [3]) Ha A és B pozitiv egész szdamok véges halmazai, tovdbbd
|A| > |B| > 2, akkor

w( H (ab+1)>>0210g]A\

acA,beB

egy hatékonyan kiszamithaté co > 0 konstansra.

A 3. tétel alapjan

Kovetkezmény. (Gydry-Sdrkozy-Stewart [3]) Van olyan hatékonyan kiszdmithato cz > 0 kons-
tans, amelyre ha A pozitiv egész szamok véges halmaza és |A| > 2, akkor

w( H (ab—l—l)) > c3log | Al.
a,be A,ab

2. Sajat eredmények
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Els6ként az f(a,b) = a*+ab+b* polinommal foglalkoztam. A kdvetkezd dllitast bizonyitottam
be:

4. Tétel. (Fiiredi E. [2]) Ha H pozitiv egész szdmokbdl dllé halmaz, amelyre |H| = 3% + 1,
ahol k pozitiv egész szdam, akkor W([ 1, pep app(@® +ab+ %)) > k + 2.

Emiatt

Kovetkezmény. Pozitiv egész szamok véges H halmazdra |H| > 4 esetén

w( I (a®+ab+ b?)) > Tlogs |[H[] + 1.

a,be H,a#b

Erre a polinomra Python nyelvli programmal adott, 3 és 8 kozé esé méretdi, adott mérettSl
fliggden eltérd korlatnil nem nagyobb pozitiv egész szamokbol 4ll6 halmazokat végignézve az
W([Taperars(@® + ab + b?)) mennyiség minimalis elSforduld értékét, és az ezekhez tartozé H
halmazokat kerestem. Utobbi halmazokbdl elég azokat tekinteni, ahol az elemek legnagyobb

v

kozos osztdja 1. Err6l szol a kovetkezd tablazat [2].



a H  halma-
zok merete | jookisebb  elgfordulg | 1SN halmazok - szdma 1
és maximalis ([T (a2 + ab + b?)) LNKO-ju  elemekkel és
megengedett a,beH,a7b néhany H ilyen halmaz
elemiik
28668, pl. {1, 2,3}, {1,2, 41,
3 (400 s (388, 395, 399}
5. {1,2,4,8}, {1,3,9,18],
4 (400) 4 (1,3,9,27},  {1,4,16,22},
{1,9,15,18}
2: 11,2,4,8, 16},
> (200) g {1,3,9,27,81}
6 (200) 6 1: {1,2,4,8, 16,32}
7 (150) 7 1: {1,2,4,8, 16,32, 64}
8 (100) 9 3,pl. {1,2,3,4,6,9,12, 18}

A |H| = 3 esetben konnyen lthat6, hogy w([ ], yeprazp(a® + ab + b%)) > 2, mert ha H ele-
mei a < b < ¢, akkor a® + ac + ¢ < b? + be + 2 < 3(a® + ac + ¢?), igy ugyanazon prim
hatvéanyaiként csak a 2-nek lehetnének hatvényai az A? + AB + B? alakd szdmok (A, B € H,
A # B) de egyikiik sem lehet 2-hatvany.

A 4. tételnél 4ltaldnosabb tételeket lattam be za® + yab + zb* alakid polinomokra, ahol z > 0
és 2z + y > 0 feltevések miatt

ra® + yab + 2b* = x(a — b)* + (2 + y)ab
barmely a, b pozitiv egész szdmokra pozitiv egész szam.

5. Tétel. (Fiiredi E. [2]) Tegyiik fel, hogy x és 2x + y pozitiv egész szdmok, tovdbbd 2z + y
minden p primosztdjdra 2 1 v,(2x + y) és Inko(z,y) = 1. Ha H pozitiv egész szamokbdl dllo
halmaz, amelyre |H| = 3*+1 (ahol 0 < k € Z), akkor w(I 1, pe g oz (v@* +yab+-ab®)) > k + 1.

6. Tétel. (Fiiredi E. [2]) Tegyiik fel, hogy x és 2x + y pozitiv egész szamok. Ha H pozitiv
egész szamokbol dllé halmaz, amelyre |H| = 3%(2x + y) + 1 (ahol 0 < k € Z), akkor
W([ L pemaps(®a® +yab +xb%)) >k + 1.

A 4.-6. tételek egyre altalanosabb polinomra picivel gyengébb eredményeket adnak.

Végiil azzal az esettel is foglalkoztam, ahol a homogén polinom foka n > 2. Itt a kdvetkezbt
sikeriilt bizonyitanom:

7. Tétel. (Fiiredi E. [2]) Tegyiik fel, hogy n > 2 pozitiv egész szdm, x1, X, . . ., Ty_1 Nemnegativ
egész szamok, és M = 2+ x1+x9+ - - -+ x,_1. Ekkor ha H pozitiv egész szamokat tartalmazo
halmaz, amelyre |H| = M?(n + 1)* + 1, ahol 0 < k € 7Z, akkor

w( 11 mn+@km“%+wmﬂﬂ”§+-~+xmw”+wﬂ)2k+L
a,be H,a##b



Pozitiv egész szdmok adott ¢ méretti H halmaza esetén w([ ], ,c .z, f (@, b)) minimumdra, ahol
f homogén kétvaltozos egész egyiitthatds polinom, az {1, 2, 2%, ..., 2!=1} halmazbdl c;t?(deg f)
fels6 becslés adodik konnyen, ahol ¢ az egyiitthatoktdl fiigg, ez deg f > 2 esetén jobb anndl,
mint ami az {1, 2, ..., ¢}-bdl kaphato.

3. Vazlatosan a bizonyitasokrol

A tételek bizonyitdsdban a primeket kiilon vizsgéltam aszerint, hogy osztjdk-e (valamelyik)
féegyiitthatot, osztjdk-e az egyiitthatok Osszegét, ami az (1, 1)-beli helyettesitési érték, vagy
ezek egyike sem all fenn. Az Erd6s-Turan-tétel bizonyitdsdhoz hasonléan ugy lattam be, hogy
nem lehet a primosztok szdma kevesebb, hogy alkalmaztam a kovetkezd allitast:

2. Lemma. Pozitiv egész c # d szdmokra létezik p prim, amelyre v,(c+d) > max(v,(c), v,(d)).

Elég olyan primet taldlni, amelyre v,(c + d) > v,(c).

Ezt gy haszndltam ki, hogy p primenként sziikitettem a H halmazt igy, hogy a megmaradt hal-
maz barmely a # b elemére a polinomot f-fel jelolve f(a,b)-re p ne lehessen olyan primosztd,
amilyennek valamilyen mddon, valamely tulajdonsdg miatt a lemmabdl 1éteznie kell barmely
(H-beli) pozitiv egész szampdrra. Az 4allitds nem teljesiilésére a kevesebb primen végigmenve
mindre sziikitve a halmazt, a végén maradna két elem a halmazbdl, amelyekre minden primet
kizartunk, ami a tulajdonségot teljesithetné, de kell lennie ilyen primnek.

A 4. tételben ilyen tulajdonsag a

v,y(a® + ab + b*) > min(v,(a?), v, (b%)),
az 5. és 6. tételben ilyen tulajdonsag, hogy
vy(za® + yab + xb*) > v,((2z + y)ab),
mig a 7. tételben
v,(a" + w100 4 2, _0a™ 0 -+ 2pab” T 0" > v, (M) + min(vy(a™), v, (b)),

mindegyik esetben tetszSleges a # b pozitiv egész szamokra [2].
A halmaz primenkénti “nem til nagy mértékli” szikitésében, ami egyes esetekben hasonlit
Erd6s és Turdn 1. lemmdjéra, segit a

8. Tétel. (Fokszdmtétel) Bdarmely n-edfokii egész egyiitthatds polinomnak bdarmely p primszdmra
modulo p legfeljebb n gyoke van, ha nem 0 minden egyiitthatéja modulo p.

A 6. és 7. tételek bizonyitasdban a (deg f + 1)* tipusu tag szorzéja igy jon be, hogy bizonyos
nehezebben kezelhetd primek miatt sszesen nem tobb mint ennyi, ezen primektdl fiiggd részre
osztva a halmazt a legnagyobb részt tartjuk meg, igy az u(deg f + 1)* + 1 méretdi H-bdl, ahol
u € Z* a tételek alapjdn, (deg f + 1) + 1 méretii részhalmazt megtartva kezeljiik ezen esetet.
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