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1. Bevezeto

Georges Voronoi a ,,Deuxieme Mémoire sur les paralléloedres primitifs” [12] cimd munkdjaban
olyan politépokat vizsgdlt, amelyek eltoltjaib6l R" egy lap-illeszkedd parkettazasat kapjuk. Az
ilyen politépokat parallelohedrdnak nevezte el. Belatta, hogy minden primitiv parallelohedra
affin ekvivalens egy racs Voronoi-celldjaval, és megfogalmazta a sejtését miszerint ez tetszdle-
ges parallelohedréra igaz. A racsok Dirichlet-tartomdnya azéta a Voronoi-cella elnevezést vette
at.

A kutatds eredménye, hogy bemutatjuk Voronoi elméletének egy alkalmazdsat. Voronoi a kvad-
ratikus formdk nyelvén beszél, mig az alkalmazdsok szempontjdbdl érdemesebb az elméletet a
rdcsok nyelvén megfogalmazni. John Conway és Neil Sloane egy hat részes cikksorozatot ké-
szitett tobbek kozott abbdl a célbdl, hogy szisztematizdljdk az alacsony dimenzidés racsokra
bevezetett jeloléseket, amelyek a szakirodalom kiilonb6z06 teriiletein el6fordulnak. Ezen cikk-
sorozat 6. részében [9] Osszefoglaljadk Voronoi elméletének alapjait, azt a rdcsok nyelvén bemu-
tatva. A 3. fejezetben az 6 szisztematikdjukat kdvetem, viszont az itt taladlhat6 bizonyitdsok az
0nallé6 munkdm eredményei.

Az alkalmazas a modern kriptogréfia teriiletén mertil fel. Itt kozponti szerepet jatszanak bi-
zonyos racsokon adott algoritmikus problémdk. Fontos, hogy ezen problémdk bonyolultsdgat
minél pontosabban megértsiik, ugyanis modern kriptografiai rendszerek biztonsdga mulik rajtuk
[11], [2]. Bemutatom Miccancio és Voulgaris algoritmusat [13], amely alapjat a Voronoi-cellak
elmélete nydjtja. Ezen algoritmus volt az elsé amely szimpla exponencidlis id6ben megoldast
adott az emlitett problémdk megolddsara. Ezen algoritmus jelenleg az egyetlen ismert determi-
nisztikus algoritmus amelyik bizonyitottan ilyen jdl teljesit, és vele kapcsolatban még szdmos
megoldatlan kérdés meriil fel, ami tovabbi jovobeli kutatdsnak ad okot.

2. Alap fogalmak

Legyen R" az Euklideszi vektortér a szokdsos skaldris szorzassal. Az R” egy by, ..., b, bazisa-
nak egész egyiitthatds linedris kombindcidi 4ltal alkotott L halmazt rdcsnak hivjuk. Ilyenkor a
bazisvektorokat az L racs bazisanak, az L racsot pedig a by, ..., b, vektorok altal generélt n di-
menzids racsnak nevezziik. Ha ki akarjuk emelni a bazisvektorokat, akkor erre az L(by,...,b,)
jelolést haszndljuk. Példaul Z" a szokdsos bazis altal generdlt, n dimenzids racs. Az n dimen-
zi6s racsok halmazait jelolje .£,. Az n dimenziés racsok pontosan R" olyan diszkrét additiv
részcsoportjai, amelyek nem esnek bele R” egy valddi alterébe ([6] 18. oldal).



A diszkrét tulajdonsag kovetkezménye, hogy minden L racsban taldlhatunk olyan nem 0 vektort,
amely hossza minimdlis. Ezen vektor hosszdt A; (L) jeloli és a racs elsé minimumaénak hivjuk.
Egy n dimenziés racsnak definidlhatjuk » kiilonb6z6 minimumat. A

Ai(L) &ef inf{r e R | 3ly,...,]; € L linedrisan fiiggetlen vektorok, hogy Vi: ||I;|| < r}

valds szdmot a racs i. minimumdnak hivjuk. Ekkor meggondolhat6, hogy A;(L) < A»(L) <
< ... < A, (L) és adott rdcsnak mindig vannak olyan fiiggetlen 1y, ... ,1, vektorai amelyekre

]l = A (L), ., ]l = An(L)

teljestil.

Egy rics determindnsa vagy térfogata, az a racs egy by,...,b, bazisa altal kifeszitett funda-
mentalis paralelepipedon

P={xib;+...+x,b, | Vi: x; € [—1/2,1/2]}

*
n

térfogata. Egy L récs térfogatdt jelolje vol L. Ha by, ..., b, az L rdcs egy bézisa, bj,...,b
ezen bazis Gram-Schmidt ortogonalizaltja, akkor

pedig

vol L= [ |- b5

Legyen adott egy L racs. Ha L nem 1 dimenzids, akkor végtelen sok kiilonbozd bazisa van. A
rdcs azon bazisait szeretjiik jobban, amely vektorai kozel merSlegesek egymadsra. Egy ilyen ba-
zist redukdlt bazisnak hivunk. A redukéltsag szamos kiillonbozé fogalma ismert. Mi a dolgozat
sordn kett6t fogunk haszndlni.

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az n dimenzids L racs egy by, ..., b, bazisa Lagrange-Gauss
redukdlt vagy roviden LG-redukdlt, ha

b1 < [[b2f] < ... < [|by
és tetszOleges i index és sq,...,s;—1 € Z szamok esetén

|1bi|| < [[bi —s1b1 — ... —s4by]|-

LG-redukalt bazis elsd 4 dimenzidban polinomidlis idoben taldlhaté és a bazis vektorainak
hosszai rendre az altaluk kifeszitett rics minimumai [10]. Ennek kovetkezményeként a ko-
vetkezGt kapjuk:

2.2. Allitas. Legyen adott egy n dimenziés L rdcs, és ennek egy by, ..., b, LG-redukdlt bdzisa.
Ekkor tetszoleges i < j esetén
[bibj| <bj/2

teljesiil. n < 4 esetén emellett még a
[bi-bj| < b7 /2

egyenlotlenség is fenndll.



Bizonyitds. A |b;-b;| < b? /2 egyenl6tlenség azt jelenti, hogy b; a [0,b;] és [0,—b;] szaka-
szok felezShipersikjai altal hatdrolt sdvba esik. Ha az egyenl6tlenség nem éllna fent, akkor
vagy ||b; —b;|| < [|bi]| vagy ||b; +bj|| < ||b;|| teljesiilne, ami ellentmondana az LG-redukaltsig
definici6janak. A mdsodik egyenl6tlenség ugyanigy latszik, csak ott a rdcs minimumainak de-
finicidja szerint jutunk ellentmondésra. 0

A redukaltsag egy fontos fogalmat Lovasz Laszl6, H. Lenstra és A. Lenstra taldlta ki. Legyen

bi,...,b, egy bdzis, és legyen b7, ...,b; ezen bazis Gramm-Schmidt ortogonalizéltja. Legyen
b; a b; vektor by, ...,b;_» vektorok éltal kifeszitett altérre merdleges komponense, ahol i > 2.

2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy by,...,b, bazis LLL-redukdlt, ha tetszSleges j < i in-
dexek esetén
[b; - b5 < (b%)?/2

és tetszoleges 2 < i index esetén
b1l < (2/v3) b
teljestil.
Az LLL-redukéltsag fogalma azért kulcsfontossdgu, mivel LLL-redukdlt bazis polinomidlis 1d6-

ben taldlhat6 ([7] 21. oldal). Haszndlni fogjuk, hogy LLL-redukalt bazisokra igaz a kdvetkezd
[8]:

2.4. Allitas. Legyen by, ...,b, egy LLL-redukdlt bdzis. Legyen b*,... ,by ezen bdzis Gram-
Schmidt ortogonalizdltia. Ekkor tetszoleges i index esetén

1 i/2— *
SV IDIP 4+l 2 < 2727 .

3. Voronoi cella meghatarozasa 2 és 3 dimenziéban

Egy L € %, racs Voronoi-celldja R" azon pontjaib6l all, melyek legaldbb olyan kdzel vannak
az orig6hoz, mint barmely masik rdcsponthoz. Az L racs Voronoi-celldjat jelolje vor L.

Adott 0 £ v € R” esetén a 0 és v felez6hipersikja altal hatarolt 0 fele nézd félteret jelolje Hy
(Hy ={u € R" | v-u < v?/2}). Ekkor

vorL = mHl. 3.1
leL

Igazabdl vorL elball véges sok féltér metszeteként is. Elég azon 1 racspontokhoz tartozd H
féltereket venni, ahol vor L metszete a félteret hatdrold hipersikkal n — 1 dimenzids. Az ilyen
vektorokat szigorii Voronoi-vektoroknak hivjuk. Ha a hipersik metszete nem feltétlen n — 1
dimenzids, viszont nem lres, akkor az 1 rdcsvektort Voronoi-vektornak hivjuk. Nyilvan ha 1
szigori Voronoi-vektor akkor —1 is az. Ezek szerint a Voronoi-Cella egy origd szimmetrikus
politép. Racsvektorokkal val6 eltoltjai R” egy lap-illeszkedd parkettdzasét adjak.

A célunk, hogy meghatdrozzuk egy racs Voronoi-fontos vektorait. Voronoi a kdvetkezd tételt
latta be:



3.1. Tétel. Legyen L egy n dimenzios rdcs. Ekkor egy 0 #1 € L pontosan akkor Voronoi-vektor
hal/2 legrividebb az
1/2+L

osztdly vektorai kozott, és pontosan akkor szigorii Voronoi-vektor, ha csak a £1/2 vektorok a
legrovidebbek a fenti osztdlyban.

Bizonyitds. Adott 0 #1¢€ L esetén legyen Fj = {v € R" | v-1=1?/2} NvorL, a Voronoi-cella
I-hez tartoz6 lapja.

Legyen 1 € L tetszbleges. Tegyiik fel, hogy Fj nem iires, azaz dv € F;. Mivel a Voronoi-cella
origd szimmetrikus, igy ekkor —F; = F_j is a Voronoi-cella egy nem iires oldala és —v € F_.
Masrészt F_j+1= F, igy 1 — v € Fj, amely pont a v pont 1/2 pontra valé tikorképe. Ekkor a
Voronoi-cella konvexitdsa miatt 1/2 € F is teljesiil, és azt is megkaptuk, hogy F szimmetrikus
az 1/2 pontjéra.

Ezek szerint egy 1 € L vektor pontosan akkor Voronoi-vektor, ha 1/2 € vorL azaz 1/2 legalabb
olyan kozel van az origéhoz, mint barmely madsik racsponthoz. Ez ekvivalens azzal, hogy 1/2
az 1/2 4 L osztély legrovidebb vektora tehdt a tétel els6 felével elkésziiltiink.

Legyen 1 egy Voronoi-vektor. Ekkor egy 1/2 +1 € 1/2 + L vektor pontosan akkor minimalis
hosszidsdgu az osztaly vektorai kozott, ha (1/2 +1')> = (1/2)2. Ez pontosan akkor igaz, ha vagy
1.1 = (')? vagy —1-1' = (I')2. Az els& eset pont azt jelenti, hogy 1/2 € Fy a mésodik pedig,
hogy 1/2 € F_y. Hal' #16és1/2+1 minimdlis az osztély vektorai kozott, akkor ezek szerint
1/2 a Voronoi cella legaldbb 2 lapjdban van benne, és igy Fj nem lehet n — 1 dimenzi6s. 0

Mivel (1/2)L/L nem 0 osztdlyainak szdma pontosan 2" — 1 igy azt is megkaptuk, hogy a szigord
Voronoi-vektorok szama legfeljebb 2 - (2" — 1).
Egy réacsrdl azt mondjuk, hogy (Voronoi) elsd tipusd, ha van ugynevezett tompa szuperbdzisa.
Azt mondjuk, hogy az L récs ly,1y,...,1, vektorai tompa szuperbazist alkotnak, ha

* 1;,...,]1, ardcs egy bazisat alkotjdk

* tetszdleges i # j esetén l; és 1; tompa szoget zar be, azaz

-1, <0

o 10+11+...+ln:0.

27 o2

A kovetkezd tétel alapjan, az elsd tipusu racsok esetén a szigord Voronoi-vektorok meghataro-
zasa nem nehéz feladat.

3.2. Tétel. Legyen adott egy elsd tipusi L rdcs és ennek egy ly, 1y, ... 1, tompa szuperbdzisa.
Ekkor a 2" — 2 részisszeg

Is=)1  Sc{o.1,...,n}

icS

0 < |S| < n mind Voronoi-vektort alkotnak. 1s és 1 kongruensek modulo 2L, viszont ezeken kiviil
tetszoleges két ilyen vektor kiilonbozd osztdlyba esik.



Ezek szerint, ha taldlunk egy tompa szuperbazist akkor mar meg tudjuk hatarozni egy rdcs Voro-
noi celldjat. Voronoi belétta, hogy 2 és 3 dimenziéban minden rics elsd tipusu (egy dimenzidban
minden racs trividlisan ilyen). Erre adunk egy bizonyitast az LG-redukaltsag segitségével.

3.3. Tétel. Minden 2 dimenzios rdcs elsd tipusu.
Bizonyitds. Legyen L egy 2 dimenzids rics, és legyen u,v a racs egy LG-redukalt bazisa. Fel-
tehetjiik, hogy u- v < 0, ugyanis kiilonben vehetnénk az u, —v bazist.

Ekkor az u, v, —(u+ v) vektorok egy tompa szuperbazist alkotnak. Ehhez csak azt kell leellen-
Grizni, hogy —u- (v+u) <0és —v- (v+u) <0 azaz, hogy

0< wtu-v
és
0< v 4tu-v
teljesiil. Ez azonnal kovetkezik a 2.2. allitasbol. [

3.4. Tétel. Minden 3 dimenzios rdcs elsd tipusu.

Bizonyitds. Legyen L egy 3 dimenzi6s rics, és legyen u,v,w € R? ennek egy LG-redukalt
bazisa. Legyen L’ az u és v dltal kifeszitett 2 dimenzids récs, és legyen V ezen réacs Voronoi-
celldja. Legyen w’ a w vektor u és v altal kifeszitett altérbe esé komponense. Az LG-redukaltsag
miatt w € V fog teljesiilni.

Tegyiik fel, hogy u-v # 0. Ekkor a szigort Voronoi-vektorok halmaza B = {+u,+v,+(u+v)}.
Az L récs Voronoi celldjét a 3.1. dbrdn lathaté médon bontsuk tartomanyokra. Az dbran lathatd
piros, kék, zold, €s sarga tartomanyok Voronoi-celldba esd részét jelolje rendre P, K, Z és S.

\

3.1. dbra. Az L' racs Voronoi-celldjanak felbontdsa



El8szor vizsgéljuk azt az esetet amikor w' € PUK UZ. Ekkor legyen X,y € B az a két kiilonboz6
vektor amely a w'-tdl kiilonbozd szini tartoményba esik és vele tompa szoget zdr be. Ekkor
ax,y,w,—(x+y+w) az L rdcs egy tompa szuperbdzisa lesz. Ehhez mér csak annyit kell
leellendrizni, hogy

—(x+y+w) - w<O0

azaz, ho
® 0§x-w+y-w+wz.

Abban az esetben hax = +u ésy = £va2.2. 4llitds szerint azonnal elkésziiltiink. Vegyiik észre,
hogy abban az esetben ha x = +(u+v) vagy y = +(u+v) akkor a w- v és w-u szorzatok koziil
az egyik pozitiv a mésik pedig negativ lesz. Azon vektor amelyik nem a +(u+ v) pedig vagy
+u vagy +v lesz, igy a 2.2. 4llitast haszndlva ebben az esetben is elkésziiliink.

Végiil vizsgéljuk azt az esetet amikor w' € S. Feltehetjiik, hogy w’ a sdrga komponens azon
paralelogrammajaba esik amely egyik sarkdba az u vektor mutat, ugyanis kiilonben vehetjiik
helyette a —w vektort. Ekkor az u,v,w —u,—(v+ W) a rdcs egy tompa szuperbazisat fogjak
alkotni. Ehhez mér csak azt kell megmutatni, hogy

—(w—u)-(W+v) <0

azaz, hogy
O§W2+V~W—u-w—u-v

teljesiil. Ehhez figyeljiik meg, hogy v-w > 0 tehat a 2.2. 4llitds szerint megint elkésziiltiink.

Abban az esetben amikor u-v = 0 sokkal konnyebb a helyzet. Feltehetd, hogy w-u <0ésw-v <
< 0 teljesiil, ugyanis ez elérhetd a u, v vektorokat a —u,v; u, —v; —u, —v; parok valamelyikére

cserélve. Ekkor az el6z&ekhez hasonldan belathatd, hogy az u,v,w, —(u+ v+ w) vektorok a
rdcs egy tompa szuperbazisat alkotjak. 0

Ezzel egy praktikus szempontbdl jol miikodd algoritmust is kapunk 2 és 3 dimenziéban egy
rdcs tompa szuperbdzisidnak megtaldldsara. Persze a Voronoi-celldt tetszdleges dimenziéban
meg szeretnénk hatdrozni.

4. Algoritmikus problémak megoldiasa Voronoi-cella szami-
tassal

A rdcsok esetén a két legalapvet6bb algoritmikus probléma a kovetkezo:

SVP (Shortest Vector Problem): Adott egy n dimenzids L racs egy by, ..., b, bazisa. Keressiik
meg azt a 0 # 1 € L vektort, melynek hossza minimadlis.

CVP (Closest Vector Problem): Adott egy n dimenzids racs by, ..., b, bazisa, és egy tetszdleges
t € R” vektor. Keressiik meg azt az 1 € L racspontot amelyre d(1,t) minimalis.

Ezen problémdk fontos szerepet jatszanak példaul a kvantum utdni kriptografia terén [11].
Mindkét probléma nehéz: CVP NP-nehéz, SVP pedig NP-nehéz randomizélt visszavezetés mel-
lett. Ezek szerint, polinomidlis algoritmus taldldsa nem remélhetd, viszont j6 lenne tudni, hogy
mennyire j6 exponencidlis algoritmusokat kaphatunk.



Igazabol elég a CVP-re megoldast taldlni, ugyanis arra SVP (és a legtobb racsokon adott algo-
ritmikus probléma) polinomidlis idSben visszavezethetd [2].

4.1. Micciancio és Voulgaris algoritmusa

Az els6 szimplan exponencidlis futdsidejl algoritmus, ami megoldja ezen problémadkat, az
Miccancio és Voulgaris taldilmanya [13]. Ezen algoritmus azon az egyszer(i megfigyelésen alap-
szik, hogy a CVP megoldésa ekvivalens azon I racsvektor megtalédldsaval, amelyre

tel+vorL

azaz amelyre a t vektor a Voronoi-cella I racsvektorral val eltoltjaba esik. Mivel a Voronoi-cella
eltoltjai a tér egy parkettazdsat adjak, ezért ez egy jOl definidlt probléma. Természetesen ha t
kettd vagy tobb ilyen eltolt hatardn van, akkor ezen eltoltak koziil barmelyiket kivalaszthatjuk.

Az algoritmus hdrom {6 elembdl tevédik Ossze:

1. Egy bézisredukcids algoritmus, amely az L racs egy olyan by,...,b, bazisat taldlja meg,
ahol egy CVP megolddsa az Ly = L(by,...,b;) racsban visszavezethets legfeljebb 2k/2
CVP megolddsara az L; | = L(by,...,b;_1) rdcsban

2. Egy n dimenzids L rdcs Voronoi-celldjanak kiszdmoldsa 2" CVP megolddsaval a racsban

3. Egy algoritmus amely egy n dimenzids L rdcs szigori Voronoi-vektorait megkapva meg-
oldja a CVP algoritmust 20(1) jdében

Az 1. pont az L racs egy LLL-redukalt by,...,b, bazisdnak megtaldldsa. Mint azt kordbban
irtuk, ez polinomidlis id6ben megtehetd. A 2.4. éllitas szerint ekkor a

K={xb]+...+xbg|Vi: —1/2<x;<1/2}

téglatest r testatléjanak hossza legfeljebb 2/~ ||bz||. Nem nehéz meggondolni, hogy tetszdle-
ges t € R¥ esetén létezik egy

le (t+K)NL
rdcspont. Ezen racspont tdvolsdga t-tSl legfeljebb a K téglatest testatlGjanak r < 2%/2-1 [IbZ]]
hossza. Ha a t vektor b;-val parhuzamos komponense xb;, akkor ezek szerint elég az olyan
b+ yb¥ (b € L;_;) ricsvektorokat vizsgdlni, amelyeknél [x — y| < 2%/271. Ezt azt jelenti, hogy
elég a t vektorhoz legkozelebb esd vektort megtaldlni az olyan yby + L részridcsokban ahol
ly—x| <2K2-1. Azilyen részracsok szama legfeljebb 2- (2K/2=1 1) = 2K/2 12, Adott altérben
a feladat megoldhat6 egyetlen CVP megolddsaval az L;_ | racsban.

A 2. pont a kdvetkez6 médon oldhaté meg: Keressitk meg minden 0 # (xj,...,x,) € {0,1}"
esetén a b = x1b; +... +x,b, vektorhoz legkozelebb esd 21 racspontot a 2L racsban. Ekkor a
b — 21 vektor minimaélis hosszusigu lesz a b + 2L osztalyban, tehét a 3.1. tétel szerint b — 21
egy Voronoi-vektor. Ezt elvégezve kapunk olyan Voronoi-vektorokat is, amelyek nem feltétlen
szigoruak, viszont ahogy azt latni fogjuk, ez nem okoz majd problémdt az algoritmus futdsa
soran.

Végiil a 3. pontot két 1épésben oldjuk meg. Elbszor tegyiik fel, hogy t € 2vorL. Legyen
G = (E,V) egy graf melynek cstcsai a kdvetkezd médon megadott cstcsok:

V={t+1]|1€L, t+1€4vorL}



és adott u,v € V csucsok esetén uv € E pontosan akkor teljesiil ha u — v egy szigori Voronoi-
vektor. Ekkor ha taldlunk egy t —1 € vorL csucsot akkor elkésziiltiink: 1 egyike a t csicshoz
legkozelebb esd racspontoknak. Adott t+-1 cstics esetén a t+1 € vor L tartalmazds leellendriz-
hetd legfeljebb 2(2" — 1) skaldris szorzds elvégzésével: amit le kell ellendrizni, hogy minden v
szigort Voronoi-vektor esetén teljesiil-e, hogy (t+1)-v < v?/2.

Az problémat ezek szerint megoldhatjuk mondjuk egy szélességi bejarassal t-bol indulva. Mivel
V mérete legfeljebb 4", igy az algoritmus tényleg 20(") id8ben lefut. Mar csak azt kell meggon-
dolni, hogyateV ésazat—1 €V csics amelyre t —1 € vor L ugyanabba a komponensbe esnek
a G grafban. Ehhez vegyiik a 8t szakaszt ahol 6 € [0, 1]. Legyenek vy,...,v,, € L vektorok,
hogy 8t szakasz sorban a v; + vor L celldkon megy keresztiil. Ekkor v =0, t —v,, € vorL és
tetszOleges i esetén megfeleld § € [0, 1] valasztassal v; — 8t € vor L. Mivel tetsz6leges 6 € [0, 1]
esetén Ot € 2vorL igy a Voronoi-cella konvexitdsa miatt tetszSleges i esetén megfeleld 6 va-
lasztassal lathat6, hogy

t+v,— vy, =0t+v;,—8t+t—v, €4vorL.

Az éltalanossag megszoritas nélkiil feltehetd, hogy a ot szakasz pontjai legfeljebb 2 celldba
esnek bele, ugyanis ez t nagyon kicsi elmozditasaval elérhets lenne. Ekkor a x; = t+v; — v,
sorban szomszédosak lesznek, igy készen vagyunk.

Végiil tegyiik fel, hogy t ¢ 2vorL. Legyen s minimalis pozitiv egész szam, hogy t € 2° vorL.
Legyen t = t;. Ekkor az el6z6 algoritmust felhaszndlva taldlhatunk egy 1; € 2°L vektort, hogy
t—1; € 2~ !vorL. Ezt a procedurat s-szer végrehajtva a cél vektort a racs kisebb és kisebb 2-
hatvanyszorosaiba vissziik €s végiil megtaldlhatjuk azt azl € L racsvektort amelyre t —1 € vor L.

Végiil csak az hidnyzik, hogy az algoritmust megfelelen 6sszerakjuk a fent lefrt harom Ossze-
tevébdl. Legyen Vy az Ly = L(by,...,by) rdcs szigord Voronoi-vektorainak halmaza. Az algo-
ritmus a kovetkezd lesz:

1. Keressiink egy LLL-redukalt by,...,b, bazist.

2. Hatarozzuk meg az L3 harom dimenzids racs szigord Voronoi-vektorait a kordbban leirt
LG-redukalt bazist (2.1. definicid) talalva.

3. Ha mér meghataroztuk a V;_| halmazt akkor szdmitsuk ki az V; halmazt. Ezt megtehet-
jiik 2/ CVP megoldésaval. Itt minden CVP-t megoldhatunk 2/2 CVP megoldaséval az
L;_1 récsban, ahol a szigori Voronoi-vektorok halmaza mar ismert, igy itt egy-egy CVP
megoldasa 2°() idét vesz igénybe.

Ez igy 6sszesen nem tobb mint O(1) 4 Y 2¢.2i/2.200) = 20(") 45t vesz igénybe. (Ez akkor
i=4

igaz csak persze, ha a vektorokkal valé miiveleteket O(1) idének gondoljuk, viszont nagysag-

rendileg ugyanezt a futdsidét kapjuk kiilonben is, mivel a vektorokkal valé miiveletek elvégzése

a vektorok méretében polinomialis.)

5. Nyitott kérdések

A cikkiik végén Micciancio és Voulgaris tobb nyitott problémat is felsorolt. Ezek nagy része
még mindig megoldatlan. El8szor is a fent leirt algoritmus exponencidlis idében és tarban fut.



------

Hunkenschroder és tarsai megmutattdk, hogy egy racs Voronoi-celldja mindig reprezentdlha-
té polinomidlisan sok vektort felhasznédlva, azonban egy ilyen reprezenticiét nem sikeriilt a

Voronoi-cella kiszdmoldsa nélkiil eldéllitaniuk [3]. Az eddig legjobban teljesitd polinomidlis
tarat haszndl6 determinisztikus algoritmus az Kannan algoritmusa. Ez n°™ idében fut [4].

Az itt bemutatott algoritmus csak /; norma esetén mikodik. Addédik a kérdés, hogy lehet-e
talalni megoldast tetsz8leges /, norma esetén. Ennek megoldasa szimpla exponencidlis algorit-
mushoz vezetne az egész értékii programozas megoldasara [5].

Az itt bemutatott algoritmus futdsideje 20(n)  Adédik a kérdés, hogy mennyire jé konstanst
tudunk elérni. A CVP probléma megolddséra ismert leggyorsabb algoritmus jelenleg 2 () gs
ezen algoritmus véletlent haszndl [1]. A jelenleg ismert legjobb determinisztikus algoritmus,
az amit itt bemutattunk. Az itt lefrt algoritmus futdsideje 4+ (7)_re levihets. Adédik a kérdés,
hogy az algoritmus futdsideje levihet6-e 2nto(n)_pe,

Egy masik nyitott kérdés, hogy az algoritmust haszndlva megtalalhat6-e szimpla exponencidlis
iddben egy rics fedési sugara, vagy ekvivalensen a Voronoi-cella azon pontja amelyik legté-
volabb esik az origétél. A Voronoi-cella csiicsainak felsoroldsa a szigord Voronoi-vektorok
segitségével akar n®) id6t is igénybe vehet.

Engem még foglalkoztat néhdny nyitott kérdés, amelyekkel nem taldlkoztam a szakirodalom-
ban.

Van-e minden racsnak olyan bazisa, amely szigord Voronoi vektorokbol all?

Taldlhat6-e minden n > 1 dimenzids rdcsnak olyan by, ..., b, bdzisa, hogy minden i-re
;]| < [logiT - |[b; |

teljesiil? 2,3 és 4 dimenzidban ez biztosan igaz, hiszen az itt bemutatott LG-redukdlt bizisra
ez mindig teljesiil. Magasabb dimenzidban ezzel a kérdéssel még senki nem foglalkozott. Egy
ilyen bazis segitségével az SVP megoldhaté lenne O((logn)") id6ben és polinomiélis tarban.

Egy kérdés amivel a szakdolgozatomban foglalkoztam, hogy meghatidrozzam az n dimenzids
merdlegességi konstans (9,) értékét alacsony dimenzidban. Ezen konstans értékét kiszamoltam
n = 2,3 esetén és érdekes médon az deriilt ki, hogy itt értéke megegyezik a k = 2"~! dimenzids
Hermit konstans 7y, értékével. Azt gondolom, hogy ez az Gsszefiiggés n = 4 esetén is fenndl.
Ennek megmutatasdhoz elég lenne egy megfeleld felsd korlatot szabni a 3 dimenziés Voronoi-
cella atmérdjére [8].
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