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Témavezető: Dr. Grolmusz Vince

1. Bevezető

Georges Voronoi a „Deuxième Mémoire sur les paralléloèdres primitifs” [12] című munkájában
olyan politópokat vizsgált, amelyek eltoltjaiból Rn egy lap-illeszkedő parkettázását kapjuk. Az
ilyen politópokat parallelohedrának nevezte el. Belátta, hogy minden primitív parallelohedra
affin ekvivalens egy rács Voronoi-cellájával, és megfogalmazta a sejtését miszerint ez tetszőle-
ges parallelohedrára igaz. A rácsok Dirichlet-tartománya azóta a Voronoi-cella elnevezést vette
át.

A kutatás eredménye, hogy bemutatjuk Voronoi elméletének egy alkalmazását. Voronoi a kvad-
ratikus formák nyelvén beszél, míg az alkalmazások szempontjából érdemesebb az elméletet a
rácsok nyelvén megfogalmazni. John Conway és Neil Sloane egy hat részes cikksorozatot ké-
szített többek között abból a célból, hogy szisztematizálják az alacsony dimenziós rácsokra
bevezetett jelöléseket, amelyek a szakirodalom különböző területein előfordulnak. Ezen cikk-
sorozat 6. részében [9] összefoglalják Voronoi elméletének alapjait, azt a rácsok nyelvén bemu-
tatva. A 3. fejezetben az ő szisztematikájukat követem, viszont az itt található bizonyítások az
önálló munkám eredményei.

Az alkalmazás a modern kriptográfia területén merül fel. Itt központi szerepet játszanak bi-
zonyos rácsokon adott algoritmikus problémák. Fontos, hogy ezen problémák bonyolultságát
minél pontosabban megértsük, ugyanis modern kriptográfiai rendszerek biztonsága múlik rajtuk
[11], [2]. Bemutatom Miccancio és Voulgaris algoritmusát [13], amely alapját a Voronoi-cellák
elmélete nyújtja. Ezen algoritmus volt az első amely szimpla exponenciális időben megoldást
adott az említett problémák megoldására. Ezen algoritmus jelenleg az egyetlen ismert determi-
nisztikus algoritmus amelyik bizonyítottan ilyen jól teljesít, és vele kapcsolatban még számos
megoldatlan kérdés merül fel, ami további jövőbeli kutatásnak ad okot.

2. Alap fogalmak

Legyen Rn az Euklideszi vektortér a szokásos skaláris szorzással. Az Rn egy b1, . . . ,bn bázisá-
nak egész együtthatós lineáris kombinációi által alkotott L halmazt rácsnak hívjuk. Ilyenkor a
bázisvektorokat az L rács bázisának, az L rácsot pedig a b1, . . . ,bn vektorok által generált n di-
menziós rácsnak nevezzük. Ha ki akarjuk emelni a bázisvektorokat, akkor erre az L(b1, . . . ,bn)
jelölést használjuk. Például Zn a szokásos bázis által generált, n dimenziós rács. Az n dimen-
ziós rácsok halmazát jelölje Ln. Az n dimenziós rácsok pontosan Rn olyan diszkrét additív
részcsoportjai, amelyek nem esnek bele Rn egy valódi alterébe ([6] 18. oldal).



A diszkrét tulajdonság következménye, hogy minden L rácsban találhatunk olyan nem 0 vektort,
amely hossza minimális. Ezen vektor hosszát λ1(L) jelöli és a rács első minimumának hívjuk.
Egy n dimenziós rácsnak definiálhatjuk n különböző minimumát. A

λi(L)
def
= inf{r ∈ R | ∃l1, . . . , li ∈ L lineárisan független vektorok, hogy ∀i : ∥li∥ ≤ r}

valós számot a rács i. minimumának hívjuk. Ekkor meggondolható, hogy λ1(L) ≤ λ2(L) ≤
≤ . . .≤ λn(L) és adott rácsnak mindig vannak olyan független l1, . . . , ln vektorai amelyekre

∥l1∥= λ1(L), . . . ,∥ln∥= λn(L)

teljesül.

Egy rács determinánsa vagy térfogata, az a rács egy b1, . . . ,bn bázisa által kifeszített funda-
mentális paralelepipedon

P = {x1b1 + . . .+ xnbn | ∀i : xi ∈ [−1/2,1/2]}

térfogata. Egy L rács térfogatát jelölje vol L. Ha b1, . . . ,bn az L rács egy bázisa, b∗
1, . . . ,b

∗
n pedig

ezen bázis Gram-Schmidt ortogonalizáltja, akkor

vol L = ∥b∗
1∥ · . . . · ∥b∗

n∥.

Legyen adott egy L rács. Ha L nem 1 dimenziós, akkor végtelen sok különböző bázisa van. A
rács azon bázisait szeretjük jobban, amely vektorai közel merőlegesek egymásra. Egy ilyen bá-
zist redukált bázisnak hívunk. A redukáltság számos különböző fogalma ismert. Mi a dolgozat
során kettőt fogunk használni.

2.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy az n dimenziós L rács egy b1, . . . ,bn bázisa Lagrange-Gauss
redukált vagy röviden LG-redukált, ha

∥b1∥ ≤ ∥b2∥ ≤ . . .≤ ∥bn∥

és tetszőleges i index és s1, . . . ,si−1 ∈ Z számok esetén

∥bi∥ ≤ ∥bi − s1b1 − . . .− snbn∥.

LG-redukált bázis első 4 dimenzióban polinomiális időben található és a bázis vektorainak
hosszai rendre az általuk kifeszített rács minimumai [10]. Ennek következményeként a kö-
vetkezőt kapjuk:

2.2. Állítás. Legyen adott egy n dimenziós L rács, és ennek egy b1, . . . ,bn LG-redukált bázisa.
Ekkor tetszőleges i < j esetén

|bi ·b j| ≤ b2
j/2

teljesül. n ≤ 4 esetén emellett még a

|bi ·b j| ≤ b2
i /2

egyenlőtlenség is fennáll.



Bizonyítás. A |bi · b j| ≤ b2
j/2 egyenlőtlenség azt jelenti, hogy bi a [0,b j] és [0,−b j] szaka-

szok felezőhipersíkjai által határolt sávba esik. Ha az egyenlőtlenség nem állna fent, akkor
vagy ∥bi−b j∥ ≤ ∥bi∥ vagy ∥bi+b j∥ ≤ ∥bi∥ teljesülne, ami ellentmondana az LG-redukáltság
definíciójának. A második egyenlőtlenség ugyanígy látszik, csak ott a rács minimumainak de-
finíciója szerint jutunk ellentmondásra.

A redukáltság egy fontos fogalmát Lovász László, H. Lenstra és A. Lenstra találta ki. Legyen
b1, . . . ,bn egy bázis, és legyen b∗

1, . . . ,b
∗
n ezen bázis Gramm-Schmidt ortogonalizáltja. Legyen

b′
i a bi vektor b1, . . . ,bi−2 vektorok által kifeszített altérre merőleges komponense, ahol i ≥ 2.

2.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy b1, . . . ,bn bázis LLL-redukált, ha tetszőleges j < i in-
dexek esetén

|bi ·b∗
j | ≤ (b∗

j)
2/2

és tetszőleges 2 ≤ i index esetén

∥b∗
i−1∥ ≤ (2/

√
3)∥b′

i∥

teljesül.

Az LLL-redukáltság fogalma azért kulcsfontosságú, mivel LLL-redukált bázis polinomiális idő-
ben található ([7] 21. oldal). Használni fogjuk, hogy LLL-redukált bázisokra igaz a következő
[8]:

2.4. Állítás. Legyen b1, . . . ,bn egy LLL-redukált bázis. Legyen b∗
1, . . . ,b

∗
n ezen bázis Gram-

Schmidt ortogonalizáltja. Ekkor tetszőleges i index esetén

1
2

√
∥b∗

1∥2 + . . .+∥b∗
i ∥2 ≤ 2i/2−1∥b∗

i ∥.

3. Voronoi cella meghatározása 2 és 3 dimenzióban

Egy L ∈ Ln rács Voronoi-cellája Rn azon pontjaiból áll, melyek legalább olyan közel vannak
az origóhoz, mint bármely másik rácsponthoz. Az L rács Voronoi-celláját jelölje vorL.

Adott 0 ̸= v ∈ Rn esetén a 0 és v felezőhipersíkja által határolt 0 fele néző félteret jelölje Hv
(Hv = {u ∈ Rn | v ·u ≤ v2/2}). Ekkor

vorL =
⋂
l∈L

Hl. (3.1)

Igazából vorL előáll véges sok féltér metszeteként is. Elég azon l rácspontokhoz tartozó Hl
féltereket venni, ahol vorL metszete a félteret határoló hipersíkkal n− 1 dimenziós. Az ilyen
vektorokat szigorú Voronoi-vektoroknak hívjuk. Ha a hipersík metszete nem feltétlen n− 1
dimenziós, viszont nem üres, akkor az l rácsvektort Voronoi-vektornak hívjuk. Nyilván ha l
szigorú Voronoi-vektor akkor −l is az. Ezek szerint a Voronoi-Cella egy origó szimmetrikus
politóp. Rácsvektorokkal való eltoltjai Rn egy lap-illeszkedő parkettázását adják.

A célunk, hogy meghatározzuk egy rács Voronoi-fontos vektorait. Voronoi a következő tételt
látta be:



3.1. Tétel. Legyen L egy n dimenziós rács. Ekkor egy 0 ̸= l ∈ L pontosan akkor Voronoi-vektor
ha l/2 legrövidebb az

l/2+L

osztály vektorai között, és pontosan akkor szigorú Voronoi-vektor, ha csak a ±l/2 vektorok a
legrövidebbek a fenti osztályban.

Bizonyítás. Adott 0 ̸= l ∈ L esetén legyen Fl = {v ∈ Rn | v · l = l2/2}∩ vorL, a Voronoi-cella
l-hez tartozó lapja.

Legyen l ∈ L tetszőleges. Tegyük fel, hogy Fl nem üres, azaz ∃v ∈ Fl. Mivel a Voronoi-cella
origó szimmetrikus, így ekkor −Fl = F−l is a Voronoi-cella egy nem üres oldala és −v ∈ F−l.
Másrészt F−l + l = Fl, így l− v ∈ Fl, amely pont a v pont l/2 pontra való tükörképe. Ekkor a
Voronoi-cella konvexitása miatt l/2 ∈ Fl is teljesül, és azt is megkaptuk, hogy Fl szimmetrikus
az l/2 pontjára.

Ezek szerint egy l ∈ L vektor pontosan akkor Voronoi-vektor, ha l/2 ∈ vorL azaz l/2 legalább
olyan közel van az origóhoz, mint bármely másik rácsponthoz. Ez ekvivalens azzal, hogy l/2
az l/2+L osztály legrövidebb vektora tehát a tétel első felével elkészültünk.

Legyen l egy Voronoi-vektor. Ekkor egy l/2+ l′ ∈ l/2+ L vektor pontosan akkor minimális
hosszúságú az osztály vektorai között, ha (l/2+ l′)2 = (l/2)2. Ez pontosan akkor igaz, ha vagy
l · l′ = (l′)2 vagy −l · l′ = (l′)2. Az első eset pont azt jelenti, hogy l/2 ∈ Fl′ a második pedig,
hogy l/2 ∈ F−l′ . Ha l′ ̸= l és l/2+ l′ minimális az osztály vektorai között, akkor ezek szerint
l/2 a Voronoi cella legalább 2 lapjában van benne, és így Fl nem lehet n−1 dimenziós.

Mivel (1/2)L/L nem 0 osztályainak száma pontosan 2n−1 így azt is megkaptuk, hogy a szigorú
Voronoi-vektorok száma legfeljebb 2 · (2n −1).

Egy rácsról azt mondjuk, hogy (Voronoi) első típusú, ha van úgynevezett tompa szuperbázisa.
Azt mondjuk, hogy az L rács l0, l1, . . . , ln vektorai tompa szuperbázist alkotnak, ha

• l1, . . . , ln a rács egy bázisát alkotják

• tetszőleges i ̸= j esetén li és l j tompa szöget zár be, azaz

li · l j ≤ 0

• l0 + l1 + . . .+ ln = 0.

A következő tétel alapján, az első típusú rácsok esetén a szigorú Voronoi-vektorok meghatáro-
zása nem nehéz feladat.

3.2. Tétel. Legyen adott egy első típusú L rács és ennek egy l0, l1, . . . , ln tompa szuperbázisa.
Ekkor a 2n+1 −2 részösszeg

lS = ∑
i∈S

li S ⊂ {0,1, . . . ,n}

0 < |S|< n mind Voronoi-vektort alkotnak. lS és lS̄ kongruensek modulo 2L, viszont ezeken kívül
tetszőleges két ilyen vektor különböző osztályba esik.



Ezek szerint, ha találunk egy tompa szuperbázist akkor már meg tudjuk határozni egy rács Voro-
noi celláját. Voronoi belátta, hogy 2 és 3 dimenzióban minden rács első típusú (egy dimenzióban
minden rács triviálisan ilyen). Erre adunk egy bizonyítást az LG-redukáltság segítségével.

3.3. Tétel. Minden 2 dimenziós rács első típusú.

Bizonyítás. Legyen L egy 2 dimenziós rács, és legyen u,v a rács egy LG-redukált bázisa. Fel-
tehetjük, hogy u ·v ≤ 0, ugyanis különben vehetnénk az u,−v bázist.

Ekkor az u,v,−(u+v) vektorok egy tompa szuperbázist alkotnak. Ehhez csak azt kell leellen-
őrizni, hogy −u · (v+u)≤ 0 és −v · (v+u)≤ 0 azaz, hogy

0 ≤ u2 +u ·v

és
0 ≤ v2 +u ·v

teljesül. Ez azonnal következik a 2.2. állításból.

3.4. Tétel. Minden 3 dimenziós rács első típusú.

Bizonyítás. Legyen L egy 3 dimenziós rács, és legyen u,v,w ∈ R3 ennek egy LG-redukált
bázisa. Legyen L′ az u és v által kifeszített 2 dimenziós rács, és legyen V ezen rács Voronoi-
cellája. Legyen w′ a w vektor u és v által kifeszített altérbe eső komponense. Az LG-redukáltság
miatt w′ ∈V fog teljesülni.

Tegyük fel, hogy u ·v ̸= 0. Ekkor a szigorú Voronoi-vektorok halmaza B= {±u,±v,±(u+v)}.
Az L′ rács Voronoi celláját a 3.1. ábrán látható módon bontsuk tartományokra. Az ábrán látható
piros, kék, zöld, és sárga tartományok Voronoi-cellába eső részét jelölje rendre P,K,Z és S.

3.1. ábra. Az L′ rács Voronoi-cellájának felbontása



Először vizsgáljuk azt az esetet amikor w′ ∈P∪K∪Z. Ekkor legyen x,y∈B az a két különböző
vektor amely a w′-től különböző színű tartományba esik és vele tompa szöget zár be. Ekkor
a x,y,w,−(x + y + w) az L rács egy tompa szuperbázisa lesz. Ehhez már csak annyit kell
leellenőrizni, hogy

−(x+y+w) ·w ≤ 0

azaz, hogy
0 ≤ x ·w+y ·w+w2.

Abban az esetben ha x=±u és y=±v a 2.2. állítás szerint azonnal elkészültünk. Vegyük észre,
hogy abban az esetben ha x =±(u+v) vagy y =±(u+v) akkor a w ·v és w ·u szorzatok közül
az egyik pozitív a másik pedig negatív lesz. Azon vektor amelyik nem a ±(u+v) pedig vagy
±u vagy ±v lesz, így a 2.2. állítást használva ebben az esetben is elkészülünk.

Végül vizsgáljuk azt az esetet amikor w′ ∈ S. Feltehetjük, hogy w′ a sárga komponens azon
paralelogrammájába esik amely egyik sarkába az u vektor mutat, ugyanis különben vehetjük
helyette a −w vektort. Ekkor az u,v,w−u,−(v+w) a rács egy tompa szuperbázisát fogják
alkotni. Ehhez már csak azt kell megmutatni, hogy

−(w−u) · (w+v)≤ 0

azaz, hogy
0 ≤ w2 +v ·w−u ·w−u ·v

teljesül. Ehhez figyeljük meg, hogy v ·w ≥ 0 tehát a 2.2. állítás szerint megint elkészültünk.

Abban az esetben amikor u·v= 0 sokkal könnyebb a helyzet. Feltehető, hogy w·u≤ 0 és w ·v≤
≤ 0 teljesül, ugyanis ez elérhető a u,v vektorokat a −u,v; u,−v; −u,−v; párok valamelyikére
cserélve. Ekkor az előzőekhez hasonlóan belátható, hogy az u,v,w,−(u+ v+w) vektorok a
rács egy tompa szuperbázisát alkotják.

Ezzel egy praktikus szempontból jól működő algoritmust is kapunk 2 és 3 dimenzióban egy
rács tompa szuperbázisának megtalálására. Persze a Voronoi-cellát tetszőleges dimenzióban
meg szeretnénk határozni.

4. Algoritmikus problémák megoldása Voronoi-cella számí-
tással

A rácsok esetén a két legalapvetőbb algoritmikus probléma a következő:

SVP (Shortest Vector Problem): Adott egy n dimenziós L rács egy b1, . . . ,bn bázisa. Keressük
meg azt a 0 ̸= l ∈ L vektort, melynek hossza minimális.

CVP (Closest Vector Problem): Adott egy n dimenziós rács b1, . . . ,bn bázisa, és egy tetszőleges
t ∈ Rn vektor. Keressük meg azt az l ∈ L rácspontot amelyre d(l, t) minimális.

Ezen problémák fontos szerepet játszanak például a kvantum utáni kriptográfia terén [11].
Mindkét probléma nehéz: CVP NP-nehéz, SVP pedig NP-nehéz randomizált visszavezetés mel-
lett. Ezek szerint, polinomiális algoritmus találása nem remélhető, viszont jó lenne tudni, hogy
mennyire jó exponenciális algoritmusokat kaphatunk.



Igazából elég a CVP-re megoldást találni, ugyanis arra SVP (és a legtöbb rácsokon adott algo-
ritmikus probléma) polinomiális időben visszavezethető [2].

4.1. Micciancio és Voulgaris algoritmusa

Az első szimplán exponenciális futásidejű algoritmus, ami megoldja ezen problémákat, az
Miccancio és Voulgaris találmánya [13]. Ezen algoritmus azon az egyszerű megfigyelésen alap-
szik, hogy a CVP megoldása ekvivalens azon l rácsvektor megtalálásával, amelyre

t ∈ l+vorL

azaz amelyre a t vektor a Voronoi-cella l rácsvektorral való eltoltjába esik. Mivel a Voronoi-cella
eltoltjai a tér egy parkettázását adják, ezért ez egy jól definiált probléma. Természetesen ha t
kettő vagy több ilyen eltolt határán van, akkor ezen eltoltak közül bármelyiket kiválaszthatjuk.

Az algoritmus három fő elemből tevődik össze:

1. Egy bázisredukciós algoritmus, amely az L rács egy olyan b1, . . . ,bn bázisát találja meg,
ahol egy CVP megoldása az Lk = L(b1, . . . ,bk) rácsban visszavezethető legfeljebb 2k/2

CVP megoldására az Li−1 = L(b1, . . . ,bi−1) rácsban

2. Egy n dimenziós L rács Voronoi-cellájának kiszámolása 2n CVP megoldásával a rácsban

3. Egy algoritmus amely egy n dimenziós L rács szigorú Voronoi-vektorait megkapva meg-
oldja a CVP algoritmust 2O(n) időben

Az 1. pont az L rács egy LLL-redukált b1, . . . ,bn bázisának megtalálása. Mint azt korábban
írtuk, ez polinomiális időben megtehető. A 2.4. állítás szerint ekkor a

K = {x1b∗
1 + . . .+ xkb∗

k |∀i : −1/2 ≤ xi ≤ 1/2}

téglatest r testátlójának hossza legfeljebb 2k/2−1∥b∗
k∥. Nem nehéz meggondolni, hogy tetszőle-

ges t ∈ Rk esetén létezik egy
l ∈ (t+K)∩L

rácspont. Ezen rácspont távolsága t-től legfeljebb a K téglatest testátlójának r ≤ 2k/2−1∥b∗
k∥

hossza. Ha a t vektor b∗
k-val párhuzamos komponense xb∗

k , akkor ezek szerint elég az olyan
b+ yb∗

k (b ∈ Lk−1) rácsvektorokat vizsgálni, amelyeknél |x− y| ≤ 2k/2−1. Ezt azt jelenti, hogy
elég a t vektorhoz legközelebb eső vektort megtalálni az olyan yb∗

k +Lk−1 részrácsokban ahol
|y−x| ≤ 2k/2−1. Az ilyen részrácsok száma legfeljebb 2 ·(2k/2−1+1) = 2k/2+2. Adott altérben
a feladat megoldható egyetlen CVP megoldásával az Lk−1 rácsban.

A 2. pont a következő módon oldható meg: Keressük meg minden 0 ̸= (x1, . . . ,xn) ∈ {0,1}n

esetén a b = x1b1 + . . .+ xnbn vektorhoz legközelebb eső 2l rácspontot a 2L rácsban. Ekkor a
b− 2l vektor minimális hosszúságú lesz a b+ 2L osztályban, tehát a 3.1. tétel szerint b− 2l
egy Voronoi-vektor. Ezt elvégezve kapunk olyan Voronoi-vektorokat is, amelyek nem feltétlen
szigorúak, viszont ahogy azt látni fogjuk, ez nem okoz majd problémát az algoritmus futása
során.

Végül a 3. pontot két lépésben oldjuk meg. Először tegyük fel, hogy t ∈ 2vorL. Legyen
G = (E,V ) egy gráf melynek csúcsai a következő módon megadott csúcsok:

V = {t+ l | l ∈ L, t+ l ∈ 4vorL}



és adott u,v ∈ V csúcsok esetén uv ∈ E pontosan akkor teljesül ha u−v egy szigorú Voronoi-
vektor. Ekkor ha találunk egy t− l ∈ vorL csúcsot akkor elkészültünk: l egyike a t csúcshoz
legközelebb eső rácspontoknak. Adott t+ l csúcs esetén a t+ l ∈ vorL tartalmazás leellenőriz-
hető legfeljebb 2(2n −1) skaláris szorzás elvégzésével: amit le kell ellenőrizni, hogy minden v
szigorú Voronoi-vektor esetén teljesül-e, hogy (t+ l) ·v ≤ v2/2.

Az problémát ezek szerint megoldhatjuk mondjuk egy szélességi bejárással t-ből indulva. Mivel
V mérete legfeljebb 4n, így az algoritmus tényleg 2O(n) időben lefut. Már csak azt kell meggon-
dolni, hogy a t ∈V és az a t− l ∈V csúcs amelyre t− l ∈ vorL ugyanabba a komponensbe esnek
a G gráfban. Ehhez vegyük a δ t szakaszt ahol δ ∈ [0,1]. Legyenek v1, . . . ,vm ∈ L vektorok,
hogy δ t szakasz sorban a vi + vorL cellákon megy keresztül. Ekkor v0 = 0, t− vm ∈ vorL és
tetszőleges i esetén megfelelő δ ∈ [0,1] választással vi−δ t ∈ vorL. Mivel tetszőleges δ ∈ [0,1]
esetén δ t ∈ 2vorL így a Voronoi-cella konvexitása miatt tetszőleges i esetén megfelelő δ vá-
lasztással látható, hogy

t+vi −vm = δ t+vi −δ t+ t−vm ∈ 4vorL.

Az általánosság megszorítás nélkül feltehető, hogy a δ t szakasz pontjai legfeljebb 2 cellába
esnek bele, ugyanis ez t nagyon kicsi elmozdításával elérhető lenne. Ekkor a xi = t+ vi − vm
sorban szomszédosak lesznek, így készen vagyunk.

Végül tegyük fel, hogy t /∈ 2vorL. Legyen s minimális pozitív egész szám, hogy t ∈ 2s vorL.
Legyen t = tk. Ekkor az előző algoritmust felhasználva találhatunk egy ls ∈ 2sL vektort, hogy
t− ls ∈ 2s−1 vorL. Ezt a procedúrát s-szer végrehajtva a cél vektort a rács kisebb és kisebb 2-
hatványszorosaiba visszük és végül megtalálhatjuk azt az l ∈ L rácsvektort amelyre t− l ∈ vorL.

Végül csak az hiányzik, hogy az algoritmust megfelelően összerakjuk a fent leírt három össze-
tevőből. Legyen Vk az Lk = L(b1, . . . ,bk) rács szigorú Voronoi-vektorainak halmaza. Az algo-
ritmus a következő lesz:

1. Keressünk egy LLL-redukált b1, . . . ,bn bázist.

2. Határozzuk meg az L3 három dimenziós rács szigorú Voronoi-vektorait a korábban leírt
LG-redukált bázist (2.1. definíció) találva.

3. Ha már meghatároztuk a Vi−1 halmazt akkor számítsuk ki az Vi halmazt. Ezt megtehet-
jük 2i CVP megoldásával. Itt minden CVP-t megoldhatunk 2i/2 CVP megoldásával az
Li−1 rácsban, ahol a szigorú Voronoi-vektorok halmaza már ismert, így itt egy-egy CVP
megoldása 2O(i) időt vesz igénybe.

Ez így összesen nem több mint O(1)+
n
∑

i=4
2i · 2i/2 · 2O(i) = 2O(n) időt vesz igénybe. (Ez akkor

igaz csak persze, ha a vektorokkal való műveleteket O(1) időnek gondoljuk, viszont nagyság-
rendileg ugyanezt a futásidőt kapjuk különben is, mivel a vektorokkal való műveletek elvégzése
a vektorok méretében polinomiális.)

5. Nyitott kérdések

A cikkük végén Micciancio és Voulgaris több nyitott problémát is felsorolt. Ezek nagy része
még mindig megoldatlan. Először is a fent leírt algoritmus exponenciális időben és tárban fut.



Jó lenne találni az algoritmus egy variációját amely csak polinomiális tárat használ. Christoph
Hunkenschröder és társai megmutatták, hogy egy rács Voronoi-cellája mindig reprezentálha-
tó polinomiálisan sok vektort felhasználva, azonban egy ilyen reprezentációt nem sikerült a
Voronoi-cella kiszámolása nélkül előállítaniuk [3]. Az eddig legjobban teljesítő polinomiális
tárat használó determinisztikus algoritmus az Kannan algoritmusa. Ez nO(n) időben fut [4].

Az itt bemutatott algoritmus csak l2 norma esetén működik. Adódik a kérdés, hogy lehet-e
találni megoldást tetszőleges lp norma esetén. Ennek megoldása szimpla exponenciális algorit-
mushoz vezetne az egész értékű programozás megoldására [5].

Az itt bemutatott algoritmus futásideje 2O(n). Adódik a kérdés, hogy mennyire jó konstanst
tudunk elérni. A CVP probléma megoldására ismert leggyorsabb algoritmus jelenleg 2n+o(n) és
ezen algoritmus véletlent használ [1]. A jelenleg ismert legjobb determinisztikus algoritmus,
az amit itt bemutattunk. Az itt leírt algoritmus futásideje 4n+o(n)-re levihető. Adódik a kérdés,
hogy az algoritmus futásideje levihető-e 2n+o(n)-re.

Egy másik nyitott kérdés, hogy az algoritmust használva megtalálható-e szimpla exponenciális
időben egy rács fedési sugara, vagy ekvivalensen a Voronoi-cella azon pontja amelyik legtá-
volabb esik az origótól. A Voronoi-cella csúcsainak felsorolása a szigorú Voronoi-vektorok
segítségével akár nΩ(n) időt is igénybe vehet.

Engem még foglalkoztat néhány nyitott kérdés, amelyekkel nem találkoztam a szakirodalom-
ban.

Van-e minden rácsnak olyan bázisa, amely szigorú Voronoi vektorokból áll?

Található-e minden n > 1 dimenziós rácsnak olyan b1, . . . ,bn bázisa, hogy minden i-re

∥bi∥ ≤ ⌈log i⌉ · ∥b∗
i ∥

teljesül? 2,3 és 4 dimenzióban ez biztosan igaz, hiszen az itt bemutatott LG-redukált bázisra
ez mindig teljesül. Magasabb dimenzióban ezzel a kérdéssel még senki nem foglalkozott. Egy
ilyen bázis segítségével az SVP megoldható lenne O((logn)n) időben és polinomiális tárban.

Egy kérdés amivel a szakdolgozatomban foglalkoztam, hogy meghatározzam az n dimenziós
merőlegességi konstans (δn) értékét alacsony dimenzióban. Ezen konstans értékét kiszámoltam
n = 2,3 esetén és érdekes módon az derült ki, hogy itt értéke megegyezik a k = 2n−1 dimenziós
Hermit konstans γk értékével. Azt gondolom, hogy ez az összefüggés n = 4 esetén is fennál.
Ennek megmutatásához elég lenne egy megfelelő felső korlátot szabni a 3 dimenziós Voronoi-
cella átmérőjére [8].
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