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1. Bevezetés

Ennek a kutatasnak a célja a geometriai értékelések megértése. Az ér-
tékelések bizonyos értelemben a felszin és a térfogat altalanositasai. Ez-
zel kicsit tovabbgondolom a BSC-s szakdolgozatomban szerepelteket|1].
Az eredmények nagy része Toth Laszlo Marton szakdolgozatabol|2], il-
letve az abban megjelolt forrasokbol szarmazik.

1.1. Definici6 (Ertékelés). Legyen €' (R") C P(R") a kompakt, konvex
halmazok tere. f: € (R™) — R értékelés, ha VA, B € € (R")-re igaz,
hogy, amennyiben AU B € € (R"), akkor f(AU B) = f(A) + f(B) —
f(ANB).

Ertékelés példaul a konstans fiiggvény, a felszin, a térfogat, az atla-
gos szélesség és a tobbi un. bels§ térfogat. Tudjuk, hogy, ha %" a kom-
pakt halmazok tere, akkor (# (R"),dy) egy teljes metrikus tér, ahol
dy a Hausdorff-metrika. A tovabbi tételekben elsGsorban a & (R")-en
folytonos értékelésekkel fogunk foglalkozni, de ezek tobbsége nem ter-
jed ki folytonosan # (R™)-re. Ezért definialjuk az értékeléseket csak a
kompakt, konvex halmazokon.

1.2. Lemma. A térfogat, azaz, az n-dimenziés Lebesgue-mérték nem
folytonos a (# (R™),dy)-n

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy folytonos. Ekkor minden K kom-
pakt halmazhoz, minden dpy-szerint hozza tart6 K; kompakt halmazok-
bol allo sorozatra teljesiil, hogy V(K;) — V(K). Legyen K = [0,1]"
az egységkocka. Ehhez tudunk véges ponthalmazokkal tartani. pl az
i. lépésben 2 kis kockara osztjuk és ezeknek a cstcsait vessziik. Ez a
sorozat a Hausdorff-metrika szerint tart az egységnégyzethez, viszont a
térfogata mindnek 0, mert véges sok pont, tehat a térfogat nem tart az
1-hez. O



2. Vegyes térfogatok

[3] [1]Ahhoz, hogy megértsiik az értékeléseket konvex halmazokon, els-
szor altalanositsuk a felszint és a térfogatot. Ehhez elGszor vezessiik be
a vegyes térfogatokat.

2.1. Tétel. Legyenek Py, ..., P, C R" konvex politopok. Ekkor a
P=Y MNP (A20)
1=1

konvex politop (n — 1)-dimenzids lapjainak a kilsé normdlis egységuek-
torai eqy olyan véges vektorhalmazbol valok, mely nem figg a \; egytit-
hatoktol (a politopok dsszege alatt a Minkowski-dsszeget értjiik).

2.2. Tétel (Minkowski). Adott K, ..., K,, C R" nem-iires, kompakt,
konvex halmazok Y ;" N K, (A > 0) linedris kombindcidja. Ekkor ezek

térfogata
V(Z )‘lKl> = Z s Z ’Yll...ln)\ll T /\ln
=1

=1 ln=1

homogén polinom, ahol az egyiithatok az indexekben szimmetrikusak.

Ennek a bizonyitasdhoz van sziikség az el6bbi tételre. A bizonyita-
sokat a hosszuk miatt nem részletezem.

2.3. Definicio (Vegyes térfogat). Adott Ki,..., K, C R" nem-iires,
kompakt, konvex halmazok Y ;" N Kj, (A, > 0), linearis kombinacioja.

Ekkor a . " m
V(Z )\zKl> = Z <o Z Vroda Al * 7" ALy
=1

=1 ln=1

osszefiiggésben szerepld, indexeiben szimmetrikus v, ;. egyiitthatot a
Ky, ..., K;, halmazok V(K ,..., K, ) vegyes térfogatanak nevezzik,
ahol (1 <ly,...,0, <m).

2.4. Tétel. AV(K,,,...,K),) vegyes térfogatok az argumentumaik (az-
az a benne levd Ki,-k) dltal egyértelmien meghatdrozottak.



A vegyes térfogatok legfontosabb tulajdonsagai:
1. Minden K € E(R") esetén V(K,...,K) = V(K) tehat K n-

dimenzios térfogata.
2. V(Ki,...,K,) minden argumentuméban pozitiv linearis.

3. V(Ky,...,K,)=V(o(Ky),...,0(K,)), minden o: R* — R" izo-
metria esetén.

2.5. Tétel. Legyenck (Ki);,...,(Kn); € €(R") konvergens sorozatok
(a Hausdorff-metrika szerint), Ky, ..., K,, hatdrértékekkel. Ekkor

LZ((}K}l)i,... ,(}K}n)i) — L/(}Kll,... 7}K}n)

minden1 <1l <m,...,1 <1, <m esetén. Tehdat a vegyes térfogatokra
teljesiil az dtviteli elv, azaz folytonosak € (R™)-n.

3. Quermass-integralok és bels6 térfogatok

A vegyes térfogatok egy specialis, fontos esete, amikor csak két kiilon-
b6z6 halmaznak vessziik az n argumentumu vegyes térfogatat és ezek
koziil egyik az egységgomb.

3.1. Definicié (Quermass-integral). Adott K € €(R") és B,(0) az
n-dimenzioés egységgomb. Ekkor a
Win(K) =V(K,...,K,Bi(0),...,B:(0))

n—m m

vegyes térfogatot K-nak az m-edik quermass-integraljanak nevezziik.
(Az angol szakirodalom is ezt a német eredet elnevezést hasznalja [5].
A német Quermak szot metszetek és vetiiletek térfogatanak elnevezé-
sére hasznaljak, a Quermass-integral elnevezés pedig arra utal, hogy a
W, (K) invarians megkaphat6 a K (n — m)-dimenzios alterekre vett
vetiiletei (n — m)-dimenzios Lebesgue-mértékeinek integralasaval [2].
Van, ahol igy definidljak a quermass-integralokat)

3.2. Tétel (Steiner-formula). Adott K € €(R"). Legyen K, = {p €
R"|d(p; K) < r} K r sugard paralleltartomdnya. Ekkor V,(K,) az r-
nek eqy n-edfoki polinomja, ahol az eqyiitthatok K -tol fiiggd konstansok,

azaz
n

V(K,) = Z et

=0



Mivel K, = K +rBy(0), igy az egyiitthatok kifejezhetdek a quermass-
integralokkal, a Minkowski-tétel segitségével. Mégpedig

V(K +rB,(0)) = Xn: (’Z) Wi(K)r

=0

Koréabban a szakdolgozatomban bizonyitottam, hogy az itt szerepld

egytitthatok koziil a kontans tag K térfogata, a f6egytitthatd az az n-
dimenzids egységgomb térfogata, az elséfoki tag meg K felszine. Ezek
a fenti képletbdl kijonnek és most mar a tobbi egyiithatot is meg tudjuk
hatarozni.
Kérdés, hogy a quermass-integralok miként fiiggenek K koriili tér di-
menzi6jatol. A Steiner-formulaban szerepls paralleltartomanyok fiig-
genek a tér dimenzidjatol, példaul egy szakasznak R-ben egy hosszabb,
szakasz, R3-ban egy kapszula forma a paralleltartomanya.

3.3. Tétel. Adott K C R™! C R", nem iires, kompakt, konvex halmaz.
Ekkor Wo(K) =0 és

m W

n  Wn-1

ahol wy,, az m-dimenzids eqységgomb térfogata és Wén__ll)(K) az (n—1)
dimentzios térben vett quermassintegrdl.

A quermass-integralok legfontosabb tulajdonsagai:

1. W (K) értékelés,

2. Wi(o(K)) = Wy, (K) minden o : R” — R" izometria esetén,



3.4. Definicié (Bels6 térfogatok). Adott K € €' (R"), ekkor K-nak a

j. bels6 térfogata
W (K
Vi(K) = <”> W (K)
J Wn—j
tehat lenorméljuk az n — j-edik quermassintegralt.

3.5. Lemma. A bels§ térfogatok nem fiiggenek a K-t tartalmazo tér
dimenziojatol.

Megjegyzés: a V; belss térfogatok értékelések €' (R)™-en és j rendben
poziti homogének, azaz V;(AK) = MV;(K) minden A > O-ra.

4. Hadwiger-tétele

[6]A kutatasom talan legfontosabb tétele a Hadwiger-tétel. Ennek se-
gitségével konnyen be lehet azonositani az értékeléseket és sok ismert
tételt ki lehet bel6le hozni.

4.1. Tétel (Hadwiger-tétel).

Adott f : €(R") — R fiiggvény, melyre f(0) = 0, és teljesiti az
alabbiakat

1. f értékelés, azaz, ha A, B, AU B € € (R"), akkor
f(AUB) = f(A) + f(B) = f(AN B);

2. f folytonos a Hausdorff-metrika szerint;

3. [ egybevagbsag invarians;

Ekkor f elgall bels6 térfogatok linearis kombinéciojaként, tehat léteznek
olyan vy, ...,v, € R valés szamok, hogy

fK) = Z%%(K)-



5. Alkalmazasok

A Hadwiger-tétel azért hasznos, mert sok konvex halmazokkal kapcso-
latos tétel konnyen bebizonyithatd a segitségével.

5.1. Tétel (Gombok belss térfogatai). Adott B,(0) € €(R™) r sugari
gomb. Ekkor

Vi (5,(0) = (o) = (1) -
J wn—j

Bizonyitds. Abbol kijon, hogy V; j rendben homogén és W,,_;(B;(0))
V(Bl(0)7 R Bl(o)) = Wn

/
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Egyéb alakzatok belsé térfogatai kiolvashatoak a Steiner-formulabol
(pl. 7 =1 esetben),

5.2. Tétel (Cauchy-formula konvex alakzatok felszinére). Adott K €
% (R™). Legyen my azu normdlvektori hipersikra vald merdleges vetités.
Ekkor a K felszinére a kovetkezd teljesiil:

LwﬂmwmsznmAm»

tehdt a felszin kifejezhetd az ,,drnyékok” n — 1 dimenzios térfogatdanak
integraljaval.

Itt lathato, hogy mindkét oldal egy értékelés (mert a felszin és a
térfogat is az) és teljesitik a tobbi feltételt is. Az is latszik, hogy mind-
ketté n — 1-rendben homogén. Igy a Hadwiger-tétel miatt mindketts a
V,—1 bels6 térfogat konstans szorosa (mert a tobbi belsé térfogat méas
rendben homogén).

Ennek egy kivetkezménye hogy egy K € €' (R?) esetén K atlagos szé-
lességének 7w szerese egyenlé K keriiletével.

A Cauchy-formulanak az egy altalanositasa, hogy ha egy K € €(R")
k-dimenzios alterekre vett vetiileteinek k-dimenzios Lebesgue-mértéket
vessziik, akkor ezek integréalja a Grassman-sokasédgon Vi (K) belss tér-
fogatot adja vissza egy dimenziotol fliggd konstans erejéig. Ez is abbol
jon ki, hogy a k-dimenzios Lebesgue mérték és Vj is értékelés, folyto-
nos, izometria-invarians és k rendben homogén, tehat a Hadwiger-tétel
miatt csak konstans szorzoban térhetnek el.
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