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1. Bevezetés

A grafok szinezési problémaja egy nagyon érdekes és sokak altal tanulmanyozott
teriilet, ezen beliil is a hipergrafok 2-szinezhet&sége egy rendkiviil kedvelt problé-
ma. Iranyitott hipergraf alatt olyan hipergrafot értiink, amelyben minden hiperél
csicshalmaza két diszjunkt részre van osztva, az egyiket fejnek a maésikat talpnak
nevezziik. Egy hipergraf 3-uniform, ha csak olyan hiperéleket tartalmaz, amelynek a
mérete 3. A kovetkezGkben olyan irdnyitott 3-uniform hipergrafokkal foglalkozunk,
amelyekben minden élnek két talppontja és egy fejpontja van. Ezen hipergrafokat
nevezziik 2— 1 hipergrafnak és egy hiperélt ab— c alakban irhatunk, ahol a és b jeloli
a két talppontot és c a fejpontot. Cameron 2— 1 hipergrafok extremélis szamat vizs-
galta [2]. Az F iranyitott hipergrafhoz tartozo n-edik extremaélis szam azon n cstcst
iranyitott hipergrafok maximalis élszama, amely nem tartalmazza F-t. Keszegh egy
Lovéasz problémat altalanositva vizsgalta, hogy egy konkrét 2-éli 2-1 hipergraf ki-
tiltasa garantél-e 2-szinezhetdséget [I]. Azt mondjuk, hogy egy iranyitott hipergraf
k szinnel szinezhetd, ha létezik a cstcsoknak olyan szinezése, amelyben minden hi-
perél tartalmaz legalabb két szint, azaz nincs egyszinii hiperél. Tekintsiik a két élet
tartalmazo 2 — 1 hipergrafokat:

V(S1) = {a,bcde, f}, E(S)) ={ab— c,de— f}
V(Ss) = {a,b,c,d}, E(S;)={ab— c,ab— d}
V(S3) = {a,b,c,d}, E(Ss3)={ab— c,ad — ¢}
V(Sy) = {a,b,c,d}, E(S;)={ab— c,bc — d}
V(Ss) = {a,b,c,d}, E(S5)={ab— c¢,dc— b}
V(Ss) = {a,b,c,d, e}, FE(Sg)={ab—e,cd— e}
V(S;) = {a,b,c,d, e}, E(S;)={ab—c,ad— e}
V(Ss) = {a,b,c,de}, E(Ss)={ab—c,cd— e}

Azt szeretnénk megvizsgalni, hogy ha egy 2 — 1 hipergraf elkeriili ezen 8 hiper-
graf valamelyikét, vagyis nem tartalmazza részgrafként, akkor az elégséges feltétele-e

a 2-szinezhetGségnek. Példaul ha egy 2 — 1 hipergraf elkeriili Si-et, azaz barmely
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két hiperélének van kozos pontja akkor 3-szinezhetd, de 2 szin nem mindig elég,
hiszen példaul egy 5 csicsa teljes 3-uniform hipergraf tetszéleges irdnyitassal meg-
felel a feltételeknek és nem szinezhetd 2 szinnel. A kovetkezd tablazat mutatja az

eredményeket.

Sy | Sy | S| S4| S5 Se S7 Sg

kromatikus szdm | 3 | oo | o0 | 00 | 00 | 3K, <4 | 2| 2K, <3

2. Szinezések

2.1. Allitas. Legyen H eqy 2 — 1 hipergrdf, amely elkerili Sy-et, azaz birmely két

hiperélének van kozos pontja. Ekkor H 3 szinnel szinezhetd.

Bizonyitas: Vegyiik a piros, kék és zold szineket, valamint H egy ab — c élét.
Szinezziik az a és b csicsokat pirossal, a ¢ cstcsot kékkel és az O0sszes tobbi cstcsot

zolddel. Konnyen ellenérizhetd, hogy ekkor minden él tartalmaz legalabb két szint.[]

2.2. Allitas. Legyen k> 2 tetszdleges egész szam. Ekkor mindig létezik eqy H 2 — 1
hipergrdf, amely elkerili Ss-t, azaz ha Hy, Hy € E(H) és HiN Hy = {u,v}, akkor
u vagy v legaldbb az eqyik élnek fejpontja €s a kiszinezéséhez legaldbb k szinre van

szuikség.

Bizonyitas: A bizonyitas teljes indukcioval torténik, k=2 esetén teljesiil az allitas,
hiszen minden ilyen hipergraf megfelel§ szinezéséhez kell legalabb 2 szin. Tegyiik
fel, hogy k-ra teljesiil az allitas és legyenek A és B nem feltétleniil kiillonbézé 2 — 1
hipergrafok, amelyek kiszinezéséhez legalabb k szin kell. Vegyiik azt a C hipergrafot,
amelyre V(C) =V (A)UV(B)u{z} és E(C)=E(A)UE(B)U{ab—z:a€V(A),be
€ V(B)}. Konnyen ellenérizhets, hogy C elkeriili Sa-t. C szinezéséhez legalabb k+1
szinre szlikség van, mivel ha csak k szint hasznalunk, akkor felhasznélva, hogy x
szine A-ban vagy B-ben nem szerepel az egyik k — 1 szinnel szinezett, ami pedig
ellentmondéas.l]

Az S5-héz hasonléan az S3, Sy, S5 elkeriilése esetén is megadhat6 olyan hiper-
graf, amelynek a kiszinezéséhez legalabb k szin kell, s6t Sz, Sy és S5 egyszerre valo

elkeriilése esetén is.

2.3. Allitas. Legyen k> 2 tetszdleges egész szim. Ekkor mindig létezik eqy H 2 — 1

hipergraf, amely Ss, Sy, S5 mindegyikét elkeriili és a szinezéséhez legaldbb k szin kell.

Bizonyitas: A bizonyitis az el6z6h6z hasonléan teljes indukcioval torténik. Tegyiik
fel, hogy k-ra teljesiil az allitas és legyenek A és B olyan azonos cstcsszami hiper-
grafok, amelyek elkeriilik S3, Sy, S5 mindegyikét és a szinezésiikhoz legalabb k szin
kell. Legyen V(A) ={ay, as, ..., an} és V(B)={by, bs, ..., b, }. Jelolje S, az {1,2,...,n}
permutacioinak halmazat. Vegyiik a kovetkezd C hipergrafot, amelyre V(C)=V(A)U
UV(B)U{z,:0€5,} és E(C)=E(A)UE(B)U{aibs) —5:0€5,,i€{1,2,...,n} }.



Ekkor a C hipergraf S3, Sy, S5 mindegyikét elkeriili és legalabb k41 szinnel szi-
nezhetd. Tegyiik fel indirekt, hogy C k szinnel szinezhet és vegyiik C-nek egy ilyen
szinezését. Ekkor létezik olyan o permutécio és I C {1,2,..,n}, amelyre |I| =k, az
{a; :i € I} csicsok paronként kiilonboz6 szintek, valamint a; és b,(;) azonos szint
minden ¢ € [ esetén. Ekkor az x, csucs szinét akarhogy valasztjuk meg lesz egyszind
hiperél, ezzel ellentmondéasra jutottunk. Tehat C szinezéséhez legalabb k+1 szin kell.
O

Ha egy 2 — 1 hipergraf elkeriili Sg-ot, akkor 2 szin nem mindig elég a kiszinezé-

séhez. Vegyiik a kovetkezd iranyitasat az 5 csicsu teljes 3-uniform hipergrafnak:

V(R) = {Ul,UQ,U37U47U5}
E(R) = {vivy — v3, 0903 — Uy, U304 — Vs, V4U5 — U1, V51 —> Vs,

V1V3 — Vg, UaVUq4 —> Us, UV3V5 —> U1, U4U1 — Vg, UsVg —> Ug}
Konnyen ellendrizhets, hogy R elkeriili Sg-ot és nem szinezhets két szinnel.

2.1. Tétel. Legyen H egy 2 — 1 hipergrdaf és tegyiik fel, hogy H elkerili Sg-ot, azaz
ha Hy, Hy€ E(H) és HHNHy={v}, akkor v legaldbb az egyik élnek talppontja. Ekkor

H 4 szinnel szinezhetd.

Bizonyitas: Legyen a négy szin kék, piros, zo6ld és sarga, valamint jeldlje V =
={v1, Vg, ..., Uy } & H csticsainak halmazat. Jelolje V; azon u csticsok halmazat, amely-
re az u fejponti élek halmaza a kovetkezd alakban irhato {wu' —u:weV —{u,u'}},
vagyis minden az u-t és u'-t egyszerre tartalmazo6 csicsharmas egy u fejpontu élet
alkot. V5 pedig jel6lje azon v csticsok halmazat, amelyre a v fejpontu élek halmaza
{wywe — v, wows — v, wsw; — v} alakban irhatd. Kénnyen ellenérizhets, hogy min-
den u €V cstcs esetén kiegészithetd az u fejponti élek halmaza tovabbi élekkel tgy,
hogy u € V| vagy u € V5 teljesiiljon és a kapott hipergraf tovabbra is elkeriili Sg-ot.
Tehét elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor V =V, UV, A hiperéleket harom
csoportba sorolhatjuk aszerint, hogy a fejpont és a talppontok milyen sorrendben
kovetik egymast. Legyen A = {v,v; » vy € E(H) 1 k <i,k < j}, B={vv; = v €
EEMH): ((k<i)N(F<k)V((k<j)A(i<k))} és C={vv;—v, e E(H):i<k,j<k}.
A kovetkezdkben megadunk egy megfelel6 szinezést.

1. lépés: Legyen kezdetben minden csics szine kék. Ezutan a vy csicstol elindulva
sorban minden v; cstcsra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan C-beli él, amelynek v;
a fejpontja és az él minden pontja kék. Ha létezik ilyen él, akkor v; csticsot atszinez-
ziik pirosra, kiillonben pedig tovabblépiink a v;,; csicsra. Ezzel egy olyan szinezést
kapunk, amelyben minden C-beli élnek van legalabb egy piros csticsa. Ugyanakkor
nem létezik egyszini piros él C-ben, mivel ha lenne egy ilyen piros él, akkor az
él fejpontjat csak tgy szinezhettiik pirosra, hogy ha létezik egy masik C-beli él is,
amelynek a fejpontja ugyanaz, a két talppontja pedig kék szint és igy ez a két él egy

Se-ot alkotna, ami ellentmond a feltételnek. Az is teljesiil, hogy a kapott szinezésben



nem létezik egyszini piros B-beli él. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan, ha lé-
tezne egyszini piros B-beli él, akkor 1étezik olyan C-beli él is, amelynek a fejpontja
ugyanaz, a két talppontja pedig kék szinii, ami nem lehetséges, mivel H elkeriili Sg-
ot. Az is konnyen meggondolhatd, hogy nem létezik egyszind piros A-beli él. Tehat
az els6 lépés utan kapott szinezésben minden C-beli él jol szinezett és ha egy B-beli
él egyszint, akkor az csak kék lehet.
2. lépés: A v, cstcstol elindulva visszafelé haladva minden v; csticsra megvizsgal-
juk, hogy létezik-e olyan A-beli él, amelynek v; a fejpontja és az él nem tartalmaz
z0ld szinii cstuicsot. Ha létezik ilyen él, akkor v; csticsot atszinezziik zoldre, kiilonben
pedig tovabblépiink a v;_; cstcsra. Az igy kapott szinezésben minden A-beli élnek
van z0ld cstcsa, ugyanakkor egyszini z6ld nem lehet egyik A-beli él sem, vagyis
az Osszes A-beli él jol szinezett. Vegylik eszre, hogy v,, szine nem zold, mivel egyik
A-beli élnek sem lehet v, a fejpontja. Az is teljesiil, hogy a kapott szinezésben nem
létezik egyszini zo0ld B-beli él, mert ha létezne ilyen él, akkor 1étezik olyan A-beli
él is, amelynek a fejpontja ugyanaz, a két talppontja pedig kék vagy piros szind,
igy ez a két él egy Sg-ot alkotna. Egy C-beli ¢l csak ugy lehet egyszint, ha minden
csucsa z0ld. Ha létezne ilyen egyszind zold él, akkor van olyan A-beli él, amelynek
ugyanaz a fejpontja, ami pedig nem lehetséges, mivel egy C-beli és egy A-beli élnek
nem lehet ugyanaz a fejpontja, a két él Ss-ot alkotna. Tehat a masodik 1épés utan
minden A-beli és minden C-beli él jol szinezett, valamint ha egy B-beli él egyszin,
akkor az csak kék szint lehet.
3. lépés: A v, csuestol elindulva sorban minden v; csicsra megvizsgaljuk, hogy
létezik-e olyan B-beli él, amelynek v; a fejpontja és az él minden pontja kék. Ha
létezik ilyen él, akkor v; csticsot atszinezziik sargéra, kiilonben pedig tovabblépiink
a v;41 csucsra. Vegyiik észre, hogy v, szine nem sarga, mert egy B-beli élnek sem
lehet v, a fejpontja. Ezzel minden B-beli ¢l szinezését kijavitjuk és mivel csak kék
szint csticsokat szineziink at, igy tovabbra is minden AUC-beli él szinezése jo lesz.
Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egyszint B-beli él, legyen ez Hy = (v;u; — vy ), ahol
t < j. Ebben az esetben H; csak sarga lehet. Ezekbdl kovetkezik, hogy a vy cstcs
sargara szinezésekor egy B-beli Hy =vv; — vy, [ < j él egyszind kék volt. Ha vy, € V5,
akkor v;u; — v egy C-beli él, amely a 2. lépés utan egyszind kék volt, ami ellent-
mondas. Ha v, € V4, akkor v,;v,, — vi, egy A-beli él, amelynek a 2. 1épés utan nincs
z6ld szint csicsa, ami ellentmondés. Ha j = n, akkor pedig nem szineztiik sargara
a v; cstcsot és igy Hy nem egyszind, ami szintén ellentmondas. Ebbdl kovetkezik,
hogy minden B-beli él szinezése is jo. Tehat egy jo szinezést kaptunk 4 szinnel. []
Az [1] cikk alapjan S; elkeriilése elégséges feltétele a 2-szinnel vald szinezhetd-
ségnek.

2.2. Tétel ([1]). Legyen H egy 2 — 1 hipergrdf és tegyiik fel, hogy H elkerili S;-et,
azaz ha Hy, Hy € E(H) és HiNHy = {v}, akkor v legaldbb az egyiknek a fejpontja.
Ekkor H 2-szinezhetd.



2.3. Tétel. Legyen H eqy 2 — 1 hipergrdf és teqyiik fel, hogy H elkerili Sg-at, azaz
ha Hy,Hy € E(H) és HyNHy = {v}, akkor v vagy mindkettének fejpontja, vagy
mandkettonek talppontja. Ekkor H 3 szinnel szinezhetd.

Bizonyitas: Vegyiik a piros, zold és kék szineket, valamint jelolje {vy, v, ...,v,} a
H cstcsainak halmazat. Legyen A = {v,v; - v, € E(H)  k <i,k<j}, B={vv; =
v, € E(H) : (E<i)AN(G<k)V((E<i)AN(<k))} és C={vv; — v, € E(H):
i < k,j < k}. Legyen kezdetben minden cstics szine piros. Ezutan a v; csicstol
elindulva sorban minden v; csicsra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan AU B-beli
él, amelynek v; a fejpontja és az él minden pontja piros. Ha létezik ilyen él, akkor
v; csucsot atszinezziik zoldre, kiillonben pedig tovabblépilink a v; ;1 csiicsra. Konnyen
lathatd, hogy ezzel egy olyan szinezést kapunk, amelyben minden AU B-beli élnek
van legalabb egy z6ld csticsa. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egyszini zold él AU
U B-ben és legyen Hy € AUB az els6 ilyen él amit a szinezés sordn megkapunk,
valamint jelolje v; azt a csticsot, amelynek zoldre szinezésével H; egyszini zold lett.
Atmenetileg a szinezés azon részét tekintjiik, amelyben a v; cstcsot szineztilk at
z0ldre utolsoként. Mivel v;-t zoldre szineztiik létezik Hy € AU B, amelynek v; a
fejpontja és v; atszinezése el6tt egyszini piros volt. v; nem lehet H; fejpontja, mivel
ekkor Hi-nek létezne egy vy cstcsa, amelyre k£ > j, ami igy biztosan piros. Ebbdl
kovetkezik, hogy v; Hi-nek talppontja. Mivel v; Hy-nek fejpontja, H;-nek talppontja,
igy Hi-nek és Ho-nek van egy masik kozos pontja is, jelolje v;. vy piros, mivel Hs-
nek csak egy z0ld csticsa van. Ez ellentmondas, hiszen H;-nek nincs piros csicsa.
Tehat a kapott szinezésben minden AU B-beli él jol van szinezve. A harmadik szint
hasznalva a C-beli élek szinezését is kijavitjuk. A vy cstcstdl indulva sorban minden
v; csucsra megvizsgaljuk, hogy létezik-e olyan C-beli egyszind él, amelynek v; a
fejpontja, ha létezik ilyen, akkor v;-t atszinezziik kékre, kiilonben pedig tovabblépiink
a v;41 cstcsra. Konnyen lathato, hogy ezzel minden C-beli él tartalmaz legalabb két
szint. Egyetlen probléma az lehet, hogy egy AU B-beli élet kékre szineztiink. Tegyiik
fel indirekt, hogy létezik olyan AU B-beli él, amelynek minden csticsa kék és legyen
az elsé ilyen ¢l Hy € AUB, amit megkapunk a szinezés soran és jelolje v; azt a csicsot,
amelyet kékre szinezve H, egyszint kék lett. Hasonldéan most is tekintsiik &tmenetileg
a szinezés azon részét, amelyben a v; csticsot szineztiik 4t kékre utolsoként. Legyen
Hy € C az az ¢él, ami miatt v;-t kékre kellett szinezni. A v; H;-nek talppontja, Ho-
nek fejpontja, vagyis van egy v;-t6l kiilonb6z6 kozos vy, csicsuk. Hy miatt vy piros
vagy z0ld, ami ellentmond annak, hogy H; egyszint kék. Tehat a kapott szinezésben

egyetlen él sem egyszini. []

3. Osszefoglalas

Osszességében elmondhat6, hogy a kétéld 2 — 1 hipergrafok koziil az Ss, Ss, Sa

és S5 hipergrafok kitiltdsai gyenge feltételek szinezés szempontjabol. S elkeriilése



2-szinezhetGséget, S elkeriilése pedig 3-szinezhetGséget garantal. Belattuk, hogy Sg
kitiltasa garantalja a 4-szinezhetGséget és egyes esetekben sziikség van 3 szinre, de
lehetséges, hogy Sg kitiltasa 3-szinezhetdséget is garantal. Az Sy elkeriilése esetén is
nyitott kérdés, hogy elegendé-e mindig a 2 szin, de azt tudjuk, hogy 3 szin elég. A
nyitott kérdések koziil kiemelhets az [1]-ben szerepls altalanosabb sejtés:

3.1. Sejtés ([I]). Legyen adott eqy H irdnyitott hipergrdf, amelyben minden hipe-
rélnek kevesebb fejpontja van, mint talppontja és teqyiik fel, hogy ha Hy, Hy € H,
HiNHy = {v}, akkor v legaldbb az egyiknek a fejpontja. Ekkor H 2-szinezheld.

Hivatkozasok

[1] Keszegh Balazs. Coloring directed hypergraphs. 2022.
https://arxiv.org/abs/2205.11271

[2] Alex Cameron. Extremal numbers for directed hypergraphs with two edges.
Electron. J. Combin., 25(1): P1.56, 2018.



	Bevezetés
	Színezések
	Összefoglalás
	Irodalomjegyzék

