Egyéni kutatémunka 1.
Sztochasztikus Approximacié Hilbert-terekben

Monos Attila
Témavezets: Dr. Csaji Balazs Csanad

Eotvés Lorand Tudomanyegyetem

2022. december 22.

Monos Attila Témavezetd: Dr. Csaji Balazs Csanad Egyéni kutatémunka 1. Sztochasztikus Approximacié Hilb



o lteralni szeretnénk, azonban az adataink nem pontosak
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~ Alapvetd probléma

@ lIteralni szeretnénk, azonban az adataink nem pontosak

@ Meérési hiba, mérési zaj — véletlenszerii zajként kezeljiik

Monos Attila Témavezetd: Dr. Csaji Balazs Csanad Egyéni kutatémunka 1. Sztochasztikus Approximacié Hilb



~ Alapvetd probléma

@ lIteralni szeretnénk, azonban az adataink nem pontosak
@ Meérési hiba, mérési zaj — véletlenszerii zajként kezeljiik

o lteraciés modszerek vizsgalatanal szamolni kell a zajjal

Monos Attila Témavezetd: Dr. Csaji Balazs Csanad Egyéni kutatémunka 1. Sztochasztikus Approximacié Hilb



Félévi munkassagom

@ Megismertem egy alapvet§ sztochasztikus iteracids algoritmust
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Félévi munkassagom

@ Megismertem egy alapvet§ sztochasztikus iteracids algoritmust

@ Sztochasztikus gradiens médszer konzisztenciaja
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Félévi munkassagom

@ Megismertem egy alapvet§ sztochasztikus iteracids algoritmust
@ Sztochasztikus gradiens médszer konzisztenciaja

o Hilbert-térre valé atiiltetésekre par példa
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Félévi munkassagom

Megismertem egy alapvet$ sztochasztikus iteracios algoritmust
Sztochasztikus gradiens médszer konzisztenciaja

Hilbert-térre val6 atiiltetésekre par példa

Egy tétel atiiltetése (folyamatban)
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Alapmodell I.

\

o Az alabbi egyenletet szeretnénk megoldani:
reR" H:R"—=R" H(r)=r,

ahol H egy tetsz6leges mérhets fiiggvény
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Alapmodell I.

\

o Az alabbi egyenletet szeretnénk megoldani:
reR" H:R"—=R" H(r)=r,

ahol H egy tetsz6leges mérhets fiiggvény

@ Specialis eset:
H(r)=r—Vf(r)
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Alapmodell I.

\

o Az alabbi egyenletet szeretnénk megoldani:
reR" H:R"—=R" H(r)=r,

ahol H egy tetsz6leges mérhets fiiggvény

@ Specialis eset:

H(r)=r—Vf(r)

@ lteracios algoritmus:

req1r = (L —ye)re +veH(re)
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Alapmodell I.

o Az alabbi egyenletet szeretnénk megoldani:
reR" H:R"—=R" H(r)=r,

ahol H egy tetsz6leges mérhets fiiggvény

@ Specialis eset:
H(r) =r—VIf(r)

@ lteracios algoritmus:
rev1 = (L—ve)re +veH(re)

@ Véletlen zaj ehhez az iteracids |épéshez adodik hozza, igy
megkapjuk a sztochasztikus iteraciét:
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Alapmodell II.

\

o Tth. H:R" - R", te N, rr € R", w; € R" valés
valosziniiségi vektorvaltozé. Ekkor az

rev1 = (1 —ye)re +ve(H(re) + we)

algoritmus sztochasztikus iteracié (approximacio).
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Alapmodell II.

\

o Tth. H:R" - R", te N, rr € R", w; € R" valés
valosziniiségi vektorvaltozé. Ekkor az

rev1 = (1 —ye)re +ve(H(re) + we)

algoritmus sztochasztikus iteracié (approximacio).
@ 7 megvalasztasa izgalmas kérdés

o Erdemes valtozo lépeskdzoket alkalmazni tgy, hogy ~v: — 0
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Alapmodell 111

\

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)] =r

Egy ismert g fiiggvénnyel.
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Alapmodell 111

\

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)] =r

Egy ismert g fiiggvénnyel.
o Erre kézenfekvé iteracio:

rev1 = (1 —ve)re + e E[g(re, v)]
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Alapmodell 111

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)] =r

Egy ismert g fiiggvénnyel.
o Erre kézenfekvé iteracio:

rev1 = (1 —ve)re + e E[g(re, v)]

@ Sok mulik azon, hogy ismerjiik-e Q,-t, és az mennyire kdnnyen
szamolhaté, ha ismerjiik
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Alapmodell 111

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)] =r

Egy ismert g fiiggvénnyel.

o Erre kézenfekvé iteracio:

rev1 = (1 —ve)re + e E[g(re, v)]

@ Sok mulik azon, hogy ismerjiik-e Q,-t, és az mennyire kdnnyen
szamolhaté, ha ismerjiik
@ Robbins-Monro algoritmus:

rev1 = (1 —ye)re + veg(re, V)
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Alapmodell 111

\

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)] =r

Egy ismert g fiiggvénnyel.
o Erre kézenfekvé iteracio:

rev1 = (1 —ve)re + e E[g(re, v)]

@ Sok mulik azon, hogy ismerjiik-e Q,-t, és az mennyire kdnnyen
szamolhaté, ha ismerjiik
@ Robbins-Monro algoritmus:

rev1 = (1 —ye)re + veg(re, V)

H(r:) = Elg(re, ve)],  we = g(rt, ¥ — E[g(re, vi)]
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Alapmodell [l

@ v € R”" valésziniiségi vektorvaltozé r-t6l fliggé Q, eloszlassal,
és a megoldandé problémank:

Elg(r,v)]=r
Egy ismert g fiiggvénnyel.
o Erre kézenfekvé iteracio:
rev1 = (1 —ve)re + e E[g(re, v)]

@ Sok mulik azon, hogy ismerjiik-e Q,-t, és az mennyire kdnnyen
szamolhaté, ha ismerjiik
@ Robbins-Monro algoritmus:

rev1 = (1 —ye)re + veg(re, V)

H(re) = E[g(re, ve)l,  we = g(re, Ve — Elg(rz, vt)]
@ Ha van ilyen forma, akkor feltehets, hogy E(w;) =0
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e Ha 2 /4 0, akkor nem biztos, hogy betartunk az r*
megoldasba

it
v
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A Tétel I.

@ Ha 72 /4 0, akkor nem biztos, hogy betartunk az r*
megoldasba

e Viszont ha s; = H(r:) — rt + w; korlatos, akkor korlatos
halmazban mozoghatunk
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A Tétel I.

@ Ha 72 /4 0, akkor nem biztos, hogy betartunk az r*
megoldasba

e Viszont ha s; = H(r:) — rt + w; korlatos, akkor korlatos
halmazban mozoghatunk

o Feltéve, hogy minden t € N-re ~; koordinatai megegyeznek,
filtracio:

Fr =000, ey 3 S0s -y St—1,705---»Vt}
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A Teétel II.

Tegyiik fel, hogy f: R" — R, (v¢)teny > 0, tovabba

(o) (o) 5
o Z Yt = 00, Vt < 0
t=0 t=0

Q@ VreR": f(r)>0
© VT Lipschitz-folytonos, azaz AL > 0, hogy Vr,s € R":
IVE(r) = VE(s)l < Lir —s|
Q@ Jc >0, hogyVt € N: c- ||[VF(r)|? < (=VF(re), E[se| Fe])
Q@ IKi, Ko >0, hogy Vt € N: E [||st]|2|Fe] < K+ Ka|VF(re)|2

Ekkor az alabbiak 1 valésziniiséggel igazak az ryi1 = re + VSt
iteraciora:

@ Az f(r:) sorozat konvergens,
Q@ Ilim Vf(r)=0,
t—o0

© r; torlédasi pontjai stacionarius pontjai ¥V f-nek.

Monos Attila Témavezetd: Dr. Csaji Balazs Csanad Egyéni kutatémunka 1. Sztochasztikus Approximacié Hilb



- Sztochasztikus gradiens médszer konzisztencidja

o Ha f szinthalmazai korlatosak, és f csak r*-ban stacionarius,
akkor ry — r* 1 valészintiséggel
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- Sztochasztikus gradiens médszer konzisztencidja

o Ha f szinthalmazai korlatosak, és f csak r*-ban stacionarius,
akkor ry — r* 1 valészintiséggel

reg1 = e — ’}/t(Vf(rt) + Wt) = S = —Vf(rt) — Wt
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- Sztochasztikus gradiens médszer konzisztencidja

o Ha f szinthalmazai korlatosak, és f csak r*-ban stacionarius,
akkor ry — r* 1 valészintiséggel

reg1 = e — ’}/t(Vf(rt) + Wt) = S = —Vf(rt) — Wt

o Feltessziik még:

E[we|Fe] =0, E[||lwe|?|Fe] < A+ B|[VF(re)|?
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Sztochasztikus gradiens modszer konzisztenciaja

o Ha f szinthalmazai korlatosak, és f csak r*-ban stacionarius,
akkor ry — r* 1 valészintiséggel
°
reg1 = e — ’}/t(Vf(rt) + Wt) = S = —Vf(rt) — Wt
o Feltessziik még:
Elwe| Fe] =0, E[||lwe|?Fe] < A+ B||VF(r)l|
o Alabbi valasztasokkal a tétel alkalmazhaté:

c=1, Ki=A K, =B+1
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Hilbert-térbeli tételek I.

Legyenn € N, a, € [0;1), a, — 0, de Y77, a, = 0o, tovabba
tetszéleges n-re

1
b= oy (Aa) n = 2P
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Hilbert-térbeli tételek II.

Legyen H egy Hilbert-tér, F: H — R alulrdl korlatos és legyen a
Fréchet-derivaltia DF, tovabba X,, W,, H,, V, € H tetszleges

n-re 4gy, hogy
Xnt1 = Xp — an(DF(X,) — W,), W,=H,+ V,

Tegyiik fel, hogy

© DF Lipschitz, azaz
dK > 0: Vx,y € H: ||[DF(x) — DF(y)|| < K||x — y]|

@ "1 anl[Hall? < o0

n
(3] iZ’Yka%OO

o Zan+1||5 Z'YkaH <00

Ekkor F(Xp) konvergens, > an||DF(Xn)|? < o0 és
DF(X,) — 0.
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Hilbert-térbeli tételek I11.

Legyen H egy valés, szeparabilis Hilbert-tér a Borel o-algebraval
ellatva, és f: H — H mérhetd. Tegyiik fel, hogy ¥ € H,
Xny, Wy, Hp, V,, H-értékii valészintiségi valtozék agy, hogy
Xn+1 — Xn - an(f(Xn) - Wn)» Wn = Hn 4 Vna
ahol a, >0, 300 a2 < 00, Yo% ap = 00, tovabba
Q dc>0:VxeH: ||[f(x)] <c(l+]x])
@ VK > 1: inf{(f(x),x —d)|x e H, % < |[x—9|| <K} >0
© Vn e N H,, V, négyzetesen integralhatéak, és

00 00
> E|Hal < 00, > @E|[Ha|l* < oo,
n=1 n=1

B(ValX, H, Vi, Hoo1, Vo) =0, Y 22E|[ Va1 < o0

n=1

Ekkor X, — ¢ 1 valésziniiséggel.
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