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Alapvető probléma

Iterálni szeretnénk, azonban az adataink nem pontosak

Mérési hiba, mérési zaj – véletlenszerű zajként kezeljük
Iterációs módszerek vizsgálatánál számolni kell a zajjal
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Félévi munkásságom

Megismertem egy alapvető sztochasztikus iterációs algoritmust

Sztochasztikus gradiens módszer konzisztenciája
Hilbert-térre való átültetésekre pár példa
Egy tétel átültetése (folyamatban)
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Alapmodell I.

Az alábbi egyenletet szeretnénk megoldani:

r ∈ Rn,H : Rn → Rn H(r) = r ,

ahol H egy tetszőleges mérhető függvény

Speciális eset:
H(r) = r −∇f (r)

Iterációs algoritmus:

rt+1 = (1 − γt)rt + γtH(rt)

Véletlen zaj ehhez az iterációs lépéshez adódik hozzá, így
megkapjuk a sztochasztikus iterációt:
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Alapmodell II.

Tfh. H : Rn → Rn, t ∈ N, rt ∈ Rn, wt ∈ Rn valós
valószínűségi vektorváltozó. Ekkor az

rt+1 = (1 − γt)rt + γt(H(rt) + wt)

algoritmus sztochasztikus iteráció (approximáció).

γt megválasztása izgalmas kérdés
Érdemes változó lépésközöket alkalmazni úgy, hogy γt → 0
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Alapmodell III.
v ∈ Rn valószínűségi vektorváltozó r -től függő Qr eloszlással,
és a megoldandó problémánk:

E[g(r , v)] = r

Egy ismert g függvénnyel.

Erre kézenfekvő iteráció:

rt+1 = (1 − γt)rt + γtE[g(rt , v)]

Sok múlik azon, hogy ismerjük-e Qr -t, és az mennyire könnyen
számolható, ha ismerjük
Robbins-Monro algoritmus:

rt+1 = (1 − γt)rt + γtg(rt , ṽt)

H(rt) = E[g(rt , vt)], wt = g(rt , ṽt − E[g(rt , vt)]

Ha van ilyen forma, akkor feltehető, hogy E(wt) = 0
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A Tétel I.

Ha γ2
t ̸→ 0, akkor nem biztos, hogy betartunk az r∗

megoldásba

Viszont ha st = H(rt)− rt + wt korlátos, akkor korlátos
halmazban mozoghatunk
Feltéve, hogy minden t ∈ N-re γt koordinátái megegyeznek,
filtráció:

Ft = σ{r0, . . . , rt , s0, . . . , st−1, γ0, . . . , γt}
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A Tétel II.
Theorem
Tegyük fel, hogy f : Rn → R, (γt)t∈N > 0, továbbá

1
∞∑
t=0

γt = ∞,
∞∑
t=0

γ2
t < ∞

2 ∀r ∈ Rn : f (r) ≥ 0
3 ∇f Lipschitz-folytonos, azaz ∃L ≥ 0, hogy ∀r , s ∈ Rn :

∥∇f (r)−∇f (s)∥ ≤ L∥r − s∥
4 ∃c > 0, hogy ∀t ∈ N : c · ∥∇f (rt)∥2 ≤ ⟨−∇f (rt),E[st |Ft ]⟩
5 ∃K1,K2 > 0, hogy ∀t ∈ N : E

[
∥st∥2|Ft

]
≤ K1 +K2∥∇f (rt)∥2

Ekkor az alábbiak 1 valószínűséggel igazak az rt+1 = rt + γtst
iterációra:

1 Az f (rt) sorozat konvergens,
2 lim

t→∞
∇f (rt) = 0,

3 rt torlódási pontjai stacionárius pontjai ∇f -nek.
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Sztochasztikus gradiens módszer konzisztenciája

Ha f szinthalmazai korlátosak, és f csak r∗-ban stacionárius,
akkor rt → r∗ 1 valószínűséggel

rt+1 = rt − γt(∇f (rt) + wt) ⇒ st = −∇f (rt)− wt

Feltesszük még:

E[wt |Ft ] = 0, E
[
∥wt∥2|Ft

]
≤ A+ B∥∇f (rt)∥2

Alábbi választásokkal a tétel alkalmazható:

c = 1, K1 = A, K2 = B + 1

Monos Attila Témavezető: Dr. Csáji Balázs Csanád Egyéni kutatómunka 1. Sztochasztikus Approximáció Hilbert-terekben



Sztochasztikus gradiens módszer konzisztenciája

Ha f szinthalmazai korlátosak, és f csak r∗-ban stacionárius,
akkor rt → r∗ 1 valószínűséggel

rt+1 = rt − γt(∇f (rt) + wt) ⇒ st = −∇f (rt)− wt

Feltesszük még:

E[wt |Ft ] = 0, E
[
∥wt∥2|Ft

]
≤ A+ B∥∇f (rt)∥2

Alábbi választásokkal a tétel alkalmazható:

c = 1, K1 = A, K2 = B + 1

Monos Attila Témavezető: Dr. Csáji Balázs Csanád Egyéni kutatómunka 1. Sztochasztikus Approximáció Hilbert-terekben



Sztochasztikus gradiens módszer konzisztenciája

Ha f szinthalmazai korlátosak, és f csak r∗-ban stacionárius,
akkor rt → r∗ 1 valószínűséggel

rt+1 = rt − γt(∇f (rt) + wt) ⇒ st = −∇f (rt)− wt

Feltesszük még:

E[wt |Ft ] = 0, E
[
∥wt∥2|Ft

]
≤ A+ B∥∇f (rt)∥2

Alábbi választásokkal a tétel alkalmazható:

c = 1, K1 = A, K2 = B + 1

Monos Attila Témavezető: Dr. Csáji Balázs Csanád Egyéni kutatómunka 1. Sztochasztikus Approximáció Hilbert-terekben



Sztochasztikus gradiens módszer konzisztenciája

Ha f szinthalmazai korlátosak, és f csak r∗-ban stacionárius,
akkor rt → r∗ 1 valószínűséggel

rt+1 = rt − γt(∇f (rt) + wt) ⇒ st = −∇f (rt)− wt

Feltesszük még:

E[wt |Ft ] = 0, E
[
∥wt∥2|Ft

]
≤ A+ B∥∇f (rt)∥2

Alábbi választásokkal a tétel alkalmazható:

c = 1, K1 = A, K2 = B + 1

Monos Attila Témavezető: Dr. Csáji Balázs Csanád Egyéni kutatómunka 1. Sztochasztikus Approximáció Hilbert-terekben



Hilbert-térbeli tételek I.

Legyenn ∈ N, an ∈ [0; 1), an → 0, de
∑∞

n=1 an = ∞, továbbá
tetszőleges n-re

βn =
1

(1 − an) · (1 − a1)
, γn = anβn
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Hilbert-térbeli tételek II.
Theorem
Legyen H egy Hilbert-tér, F : H → R alulról korlátos és legyen a
Fréchet-deriváltja DF , továbbá Xn,Wn,Hn,Vn ∈ H tetszőleges
n-re úgy, hogy

Xn+1 = Xn − an(DF (Xn)−Wn), Wn = Hn + Vn

Tegyük fel, hogy
1 DF Lipschitz, azaz

∃K > 0 : ∀x , y ∈ H : ∥DF (x)− DF (y)∥ ≤ K∥x − y∥
2

∑∞
n=1 an∥Hn∥2 < ∞

3 1
βn

n∑
k=1

γkVk → ∞

4
∞∑
n=1

an+1∥ 1
βn

n∑
k=1

γkVk∥2 < ∞

Ekkor F (Xn) konvergens,
∑∞

n=1 an∥DF (Xn)∥2 < ∞ és
DF (Xn) → 0.
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Hilbert-térbeli tételek III.
Theorem
Legyen H egy valós, szeparábilis Hilbert-tér a Borel σ-algebrával
ellátva, és f : H → H mérhető. Tegyük fel, hogy ϑ ∈ H,
Xn,Wn,Hn,Vn H-értékű valószínűségi változók úgy, hogy
Xn+1 = Xn − an(f (Xn)−Wn), Wn = Hn + Vn,
ahol an ≥ 0,

∑∞
n=1 a

2
n < ∞,

∑∞
n=1 an = ∞, továbbá

1 ∃c > 0 : ∀x ∈ H : ∥f (x)∥ ≤ c(1 + ∥x∥)
2 ∀K ≥ 1 : inf{⟨f (x), x − ϑ⟩|x ∈ H, 1

K ≤ ∥x − ϑ∥ ≤ K} > 0
3 ∀n ∈ N Hn, Vn négyzetesen integrálhatóak, és

∞∑
n=1

E∥Hn∥ < ∞,

∞∑
n=1

a2
nE∥Hn∥2 < ∞,

E(Vn|X1,H1,V1, . . . ,Hn−1,Vn−1) = 0,
∞∑
n=1

a2
nE∥Vn∥2 < ∞

Ekkor Xn → ϑ 1 valószínűséggel.
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