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1. Bevezetés

A kornyezetiinkben 1év6 folyadékok belss surlodassal rendelkeznek: minden
mozg6d folyadék, ha mozgésa soran mozgd részei egyméshoz képest eltérd
sebességgel birnak, mozgasaban csillapodik és bels§ mozgasi energidja hé-
vé alakul, mozgésa - bels§ surlodasanak nagysagatol fiiggben - lassan vagy
gyorsabban megsztnik. Egy © C R3? tartoméanyban elhelyezkeds, allandé
sdriségi, dssze nem nyomhatoé folyadé mozgasat a Navier-Stokes egyenletek
irjak le:

v + (v, grad) v + gradp = vAv

divv=0.

(1)

Az egyenletben az ismeretlen fiiggvények a v = v(x,t) sebességtér, mely
2 minden pontjaban megadja az aramlo folyadék pillanatnyi sebességét és a
skalar értéki p = p(x,t) nyomas. Kivélasztva az Q egy x pontjat valamely
t idépontban, akkor az ott 1évé kis, egyébként nem &sszenyomhaté, azaz
térfogatdban nem deformalhaté folyadékelem a sebességmezd lokalis valto-
z4sabol fakado nyomoerst érzékel. Ez az a nyomders, melyet a nyoméas adott
pontbeli gradiense képvisel. A folyadék Osszenyomhatatlansiagat a mésodik
egyenlet fejezi ki. Ez egyfajta kényszerfeltétel, gy is mondhatnank, hogy az
egyenlet megoldasat kizar6lag olyan sebességmezdk kozott keressiik, melyek
ezt a feltételt kielégitik.

Az els6 egyenlet harom egyenlet, mindharom egyenlet a sebességmezd
komponenseinek és a nyomasmezd derivaltjait tartlamazza. Ha k = 1,2,3
az euklideszi tér harom, egymasra meréleges irdnya, akkor a harom egyenlet
koziil a k-adik a sebesség-komponensek segitségével a kivetkez§ alakot o6lti:

3 3
O, + Z VO + Opp = v Z (9121)[. (2)
=1 =1

A folyadék 6sszenyomhatatlansagat kifejezé egyenlet pedig a kévetkezo:

3
Z@lvl = 0. (3)
1=1



Ahhoz, hogy a problémat teljessé tegyiik, természetesen meg kell adni egy
peremfeltételt ) hataran és egy kezdeti feltételt az idévaltozd ¢ = 0 pilla-
natdaban. A peremfeltétel fiigg az  tulajdonsagaitol, méas peremfeltételek
allnak el§, ha Q a teljes tér (hatarfeltétel a végtelenben) és méasok, ha Q
egy véges, peremes tartomény. Ha azonban a perem- és a kezdeti feltételek
adottak, akkor a folyadék mozgdsa nem mas, mint a megoldédsa a

v + (v,grad) v + gradp = vAv,

div v =0,
_ (4)
V(', O) =u,
PF[v(z,-); z € 0Q] =0,
ahol PF[...] a peremfeltétel nullara redukalt alakja. Ha a megoldast val-

mely [ = (0,7) idSintervallumon keressiik, akkor tehat azt mondjuk, hogy
v : Q x I — R3 klasszikus megoldésa —nek, ha v térbeli valtozoban leg-
alabb kétszer, id6 valtozodjaban legalabb egyszer folytonosan differencialhato
és létezik olyan p : Q x I térbeli valtozojaban legalabb egyszer folytonosan
differencidlhato6 fiiggvény, mellyel v a Cauchy-probléméban szerepls egyen-
l6ségeket teljesiti.

Tegyiik fel, hogy v megoldja a Cauchy-problémat. Legyen K egy kom-
pakt részhalmaza Q-nak. Szorozzuk be a Caushy-probléma els§ egyenletét
v-vel, majd integraljuk mindkét oldalt K-n. Felhasznalva a divv = 0 egyen-
letet, némi atalakitassal a kovetkez6t kapjuk:

d V> . v[? v |? 25 2
EIKT__IKdW (v I +V.[K o 2 _kl_l(awk)
(5)

Felhasznalva Gauss integraltételét és feltételezve, hogy 0K elég jol viselkedik,
kapjuk, hogy

2

d ¢ v} _ v v -
afKT__ 8K< T—i—pv—i—ygrad J kzl_:l alvk . (6)

Legyen most 2 a teljes tér. Tegyiik fel, hogy mind v, mind p elég gyorsan
csokken asszimptotikusan a végtelenben ahhoz, hogy a fenti egyenletekben
szerepld K helyett kompakt halmazok egy felszallé sorozatét tekintve, melyek
uni6ja lefedi R3-at, a sorozat tagjain kiszamolt feliileti integralok limesze nul-
lahoz tartson. Ekkor (felhasznalva Lebesgue dominélt konvergencia-tételét):

%IR IVHQ IRS Z 31% . (7)

k=1

A kapott egyenlet bal oldalan a folyadék teljes mozgasi energidjanak val-
tozésa, jobb oldalon a bels6 sirlédas, a szomszédos folyadékrészek eltérd



sebességébsl adodo cstiszas okozta hdtermelés mértéke talalhatod. Jol latha-
t6, hogy a jobb oldali integrandus mindig pozitiv, emiatt a bels6 surlédés
a folyadék teljes mozgasi energidjat mindig cstkketni. Az egyenlet a v pa-
raméter fizikai jelentését is feltarja: ¢ hatarozza meg, hogy mennyire erds a
folyadékban a bels6 strlodas okozta energiadisszipaci6. Neve dimenzidtlan
kinemalika viszkozitds.

Most tekintsiik a ((4])) egyenlet megoldéasainak egy (v,,p,) sorozatat,
mely megoldasok a v egyre kisebb értékeihez tartoznak. Naivan azt varnank,
hogy ahogy v — 0, igy a megoldas a sebességmez a C2C} (R? x I), a nyomés
pedig a CLOP(R? x I) fiiggvényosztalyban egy olyan (vo,po) megoldashoz
tart, mely kielégiti a

Orvo + (v, grad) vg + gradpy = 0
div Vo = 0
(8)

Vo(',O) =u
PF[vo(z,-); z € 092] =0,

Euler-egyenletet. Megismételve az el6z6 szamitast, mikozben v = 0, latjuk,
hogy az Euler-egyenlet minden klasszikus megolddsa megtartja a folyadék

teljes energiajat:
d f IvI* _ 0 (9)
dtJrs 2

A v egy rendkiviil fontos tulajdonsaga, hogy kisérleti sszeéllitasban sza-
balyozhato, azaz a fenti v — 0 limesz megoldasai kisérletekben is vizsgalha-
toak. A fenti naiv elgondolast a kisérletek azonban nem igazoljak. A legfébb
tapasztalat, hogy az egyre bonyolultabb és kaotikusabb &ramlas energia-
disszipacidja a v — 0 hatiresetben nem sztinik meg, ahogy azt a @ egyen-
let sugallna. Helyette az atlagolas lokalis disszipacid, azaz az energiastiriiség
csokkenésének rataja ardnyos az energiasiiriség 3/2-edik hatvinyaval. Ezek
szerint a Navier—Stokes-egyenlet vAv jobb oldala nem tekinthet§ a
tekinthetnénk, ha a v, klasszikus megoldasok nem lépnének ki a fenti fiigg-
vényterekbdl. Ha viszont fenn akarjuk tartani azt a képet, miszerint a lim, v,,
valéban az Euler-egyenlet egy megoldasahoz tart, akkor szembe kell nézniink
azzal a problémmal, miszerint az Fuler-egyenlet klasszikus megoldasai meg-
tartjak az energiat. Létezhetnek olyan megoldasai az Euler-egyenletnek, me-
lyek nem tartjak meg az aramlas teljes energiajat? Latjuk, hogy ha a teljes
energia véges, akkor a CLC}H(R3, 1) @ CLCY(R3, 1) fiiggvénytérben biztosan
nincs, mivel azokra alkalmazhat6 a Gauss-tétel, illetve a derivaltak manipu-
lasara szolgald egyenl@ségek. Ezek szerint az Euler-egyenletek nem klasszi-
kus, hanem gyenge megoldasait kell vizsgalnunk, melyek alacsonyabb regu-
laritassal rendelkeznek mint a klasszikus megoldasok fliggyvénytere. Ezen
megoldéasok jellemzésének elsd, heurisztikus analizisét Lars Onsager végezte
el [1].



Onsager az Euler-egyenletet annak formdalis Fourier-transzformaltjaval
definialta. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a peremfeltételek perio-
dikus aramlast definialnak, ami egyenértékii azzal, hogy az aramlast a harom
dimenzidés topolégiai téruszon vizsgaljuk. Klasszikus megoldasokat keresve
az egyenlet alakja

Ov + (v, grad) v + gradp = 0,
div v =0, (10)
v(-,0) =u,

ahol minden fiiggvény térbeli valtozoja a T? térusz pontjai koziil keriil ki.
Onsager legfontosabb eredménye a kovetkezs megallapitas.

Tegyiik fel, hogy v Fourier-transzormdltja megoldja a egyenlet formdlis
Fourier-transzformdldsdbol szarmazo eqyenletet. Ha v Holder-folytonos és
Holder exponense nagyobb mint 1/3, akkor a folyadék teljes mozgdsi energi-

dja, azaz
[v|®
S (an

a folyadék mozgdsdnak iddébeli fejlddése sordn megmarad. Ellenben, ha a
Hélder-exponens kisebb, mint 1/3, akkor a folyadék energidja nem megma-
radé mennyiség.

Ezt hivjuk Onsager-sejtésnek. A sejtés elsé felét 1994-ben egymastol filig-
getleniil Eyink [2|, valamint Constantin, Weinan és Titi igazoltak [3|. Eyink
bizonyitdsa nagyban tamaszkodik Onsager alapotletére, azaz a nem kozvet-
lentil az (?7) egyenletet, hanem annak formalis Fourier-transzformélasabol
szarmazo végtelen szami, csatolt, kozonséges differencidlegyenlet megolda-
sat vizsgalja Littlewood-Paley moédszerrel. Constantin és Titi azonban az
Fuler-egyenlet gyenge megoldasait vizsgalta.

Definicié. Legyen a (v,p) par valamely X fiiggvénytér eleme. Azt mond-
juk, hogy a péar gyenge megoldésa az Euler-egyenletnek T3 x (0, 1)-en, ha
v i T3 x (0,1) - R3 p: T3 x (0,1) — RY leképezések béarmely ¢ €
C2°(T3 x (0,1))P3, ¢ € C(T3 x (0,1)) paros esetén kielégitik a

f(m)ﬁrg (v-Oip+grade : vev+pdive) =0,

(12)

f(o,l) sV grad ) = 0,
ahol barmely két A és B matrix esetén A : B = Tr(AB). Konnyen lathato,
hogy a fenti integralok mindig léteznek ha v komponensei és p legalabb loka-
lisan négyzetesen integralhatéak, azaz L12oc elemei. Hogy az Euler-egyenlet
gyenge megoldasai meglehetésen furcsan tudnak viselkedni, mar a 90’-es évek
ota tudhaté. A teriilet kutatasdban néhany korai mérfoldké:



1. Tétel. (Scheffer, 1993 [}]) Az Euler-egyenletnek létezik téridében kompakt
tartomdnyon nem eltindg, gyenge megolddsa, mely L?(R% R)-ben helyezkedik
el.

2. Tétel. (Shnirelman, 1997 [5]) Az Euler-egyenletnek létezik téridében kom-
pakt tartomdnyon nem ellind, gyenge megolddsa, mely L*(T? R)-ben helyez-
kedik el.

3. Tétel. (Shnirelman, 1998 [6]) Az Euler-egyenletnek létezik gyenge meg-
olddsa, melyre teljesiil, hogy v(-,t) minden komponense L*(R?,)-ben helyez-
kedik el és a teljes energia és ezzel ||v(-,t)| 2 monoton csokken [0,00) idd-
intervallumon.

Ezekbdl a tételekbsl nem csak az deriil ki, hogy az Euler-egyenlet gyen-
ge megoldisai nem feltétleniil tarjak meg az energiat, hanem az is, hogy
a gyenge megoldasok nem feltétleniil egyértelmtek: Scheffer és Shnirelman
eredmeényeibdl jol latszik, hogy az v(-,0) = 0 kezdeti értékhez tartozo megol-
dés nem egyértelmd, hiszen létezik olyan megoldés is, mely valamely késGbbi
idépontban mozgasba joévé és egy ennél késébbi id6pontban pedig nyugvo
folyadékot ir le.

Mind Shnirelman, mind Scheffer eredményei a gyenge megoldasok regu-
laritasara vonatkozoan viszonylag tag keretet hagy. A bizonyitas L? -beli
megoldésok létezését biztositja. Az Euler-egyenlet gyenge megoldéasainak
és azok regularitasanak vizsgélata a 2000-es évek kozepét kovetGen részben
azon Székelyhidi Laszl6t6l és Camillo de Lellis-t6] szarmazoé felismerés haj-
totta elére, mely szerint a gyenge megoldasok konstrualasa konvex integralési
miidszerrel is megvalosithato. A konvex integralas technikdja John Nash és
Nicolaas Kuiper 1954-ben, Riemann-sokasagok euklideszi terekbe valé C*
izometrikus bedgyazasanak lehet@ségét bizonyité munkaiiban jelent meg.

Az 6nall6 kutatémunka elsé félévében a Nash—Kuiper-tétel bizonyita-
sdnak attekintése altal megismerkedtem a konvex integralas, mint bizonyos
nem-linedris PDE problémak megoldasara szolgélé mdédszer alapjaival. John
Nash bizonyitdsaval Camillo de Lellis modern jel6léseket hasznalé attekintd
cikkén |7] keresztiil ismertem meg.

2. A Nash—Kuiper-tétel

Legyen M egy n dimenziés C'*° sokasag, melyen adott egy g : TM xTM — R
metrika. Legyen (U, ¢) egy lokalis koordinatarendszer, azaz ¢ : U — R™ az
U nyilt halmaz minden p pontjat a ¢(p) = (z1(p),. .., zn(p)) koordinatakkal
latja el. A lokalis koordinatak U minden p pontjaban megadjak a helyi T, M
érintstér egy e1(p), . . ., en(p) bazisat, melyekre teljesiil, hogy ha f € C*°(M),
akkor

ex(p)f = 04(f 0 ™) (@1(p), ., 2u(p)). (13)



Legyen U minden p elemére definidlva a g% (p) szamok, mint g/ (p) = g(ei(p), €;(p))-
Ha a g metrika sima, akkor U-n minden p — g% (p) leképezés sima.

Legyen v : [0,1] — M egy M-beli C' gorbe, melyrsl feltessziik, hogy
teljesen U-ban fekszik. A v gorbe érintéje a lokélis koordinata-bazisban
kifejthets mint () = >, Ak (t)er(v(t)), ahol v (t) = zk(v(t)). A v gorbe
hossza a g metrika szerint:

ST )0 d. (14)

4,j=1

Lg(v) = f

0

Mivel a v gérbe teljesen az U-ban fekszik, igy a ¢ szerinti képének hosszat
is kiszamolhatjuk:

n

> 8 () Fi)3(8) dt, (15)

1,j=1

1

Sslm) = |,

0

Ahol 6% a szokasos euklideszi metrika. Ez a hossz viszont altaldban nem
egyezik meg Lg(7v)-val. S6t, ha (V) egy masik lokdlis koordinata-rendszer,
7v teljesen U N V-ben fekszik, akkor semmi sem garantélja, hogy S4(v) =

Sy (7).

Definicid. Legyen M egy n dimenziés sima Riemann-sokasag a g metrikaval.
BEgy v: M — RY leképezés CF immerziéja az M sokasignak az N dimenzios
euklideszi térbe, ha a dv leképezés M minden pontjanak érintSterében 1évg
linearisan fiiggetlen vektorok halmazat linedrisan fiiggetlen halmazba képzi
és M v-szerinti képe CF*-feliilet RNV-ben. A v immerzié beagyazas, ha injek-
tiv. A v immerzi6 izometrikus, ha RY euklideszi metrikdjanak M-re vett
v*§ visszahtuzottja megegyezik g-vel.

Lokalis koordinatdkban az euklideszi metrika visszahtizottjanak kompo-
nensei a p € U pontban (v*6)¥(p) = (9;(v o ¢~ 1)(z) - Di(v o ¢~ 1)(z), ha
x = ¢(p) és - az euklideszi skalarszorzatot jeloli. Ezek szerint a v leképezés
akkor izometrikus immerzié, ha minden lokalis kdrnyezetben teljesiil a

¢ = O - oju u=vog ! (16)

elliptikus egyenletrendszer. Az egyenletrendszer n(n + 1)/2 egyenlete N is-
meretlen fiiggyvényt hataroz meg. Az egyenlet megoldasa soran Nash olyan
immerziokbol indult ki, melyek nem teljesitették a egyenletet, de rendel-
keztek azzal a tulajdonsaggal, hogy az M-beli gorbéket nem hosszabbitottak
meg g-szerint szamolt hosszukhoz képest.

2. Definici6. Legyen M egy n dimenziés sima Riemann-sokasag a g metri-
kaval. Egy v : M — RY leképezés C* immerzioja rovid, ha v*6 az M minden
pontjaban teljesiti a v*d < g matrix-egyenltlenséget. A leképezés szigorian
rovid, ha v*§ < g.



A rovid leképezésekkel Nash bedgyazasi tétele zart sokasdgokra a kovet-
kez&képpen szol:

4. Tétel. (Nash, 1954 [8]) Legyen M sima, zdrt (kompakt és peremektsl
mentes) Riemann-sokasdg a g metrikdval. Legyen N >n+2 ésv: M — RY
eqy sima rovid immerzié. Ekkor minden e-hoz létezik olyan u : M — RY egy
Cl izometrikus immerzid, hogy ||u — v||co < €. Ha v immerzid bedgyazds,
akkor u szintén vdlaszthato gy, hogy bedgyazds legyen.

Kuiper érdeme, hogy Nash eredményeiben az N > n + 2 feltételt az
N > n+ 1 feltételre javitotta.

5. Tétel. (Nash-Kuiper, [8,9,10]) Legyen M sima, zdrt Riemann-sokasdg a
g metrikdval. Legyen N >n+1 ésv: M — RN egy sima révid immerzid.
Ekkor minden e-hoz létezik olyan u : M — RN egy C' izometrikus immerzid,
hogy ||u — v||co < €. Ha v immerzid bedgyazds, akkor u szintén vdlaszthatd
gy, hogy bedgyazds legyen.

2.1. Bizonyitas

Nash tételének bizonyitdsa soran egy iterativ perturbaciés sémat alkalmaz,
melynek kiinduldsi pontja a feltételezett révid immerzi6. A séma minden
egyes lépésében az immerziot lokalizalt, oszcillativ perturbaciok modositjak,
hogy a kapott 4j immerzi6 altal visszahtizott euklideszi metrika kozelebb
keriiljon az M sokasag g metrikajahoz. A konstrukciokhoz sziikség van geo-
metriai topologia kiovetkez eredményére, mely Whitehead haromszogelési
eredményeire alapszik:

1. Lemma. Legyen M sima sokasag, {U,} az M egy nyilt fedése. Ekkor
letezik M-nek egy {V3} nyilt fedése a kévetkezd tulajdonsagokkal:

1. minden V3 valamely U, egy részhalmaza,
2. minden Vg lezérésa M-ben diffeomorf R" egy zart labddjaval,

3. minden V3 a {V3} csaldd minden mas elemével diszjunkt, kivéve leg-
feljebb véges szamu elemet,

4. ha p € M, akkor létezik olyan N, kornyezete, mely a {V3} csalad
legfeljebb n + 1 elemében taladlhat6 meg, mint részhalmaz,

5. {V3} feloszthato Cy,...Cpq1 osztalyokra tgy, hogy az adott osztalyban
16vE elemek egymaéssal diszjunktak.

Ha M zart, akkor M kompaktsaga miatt a Lemma 1,3,5 allitasai egy-
szertien bizonyithatdak. S6t, M kompaktsiga miatt barmely atlaszanak bar-
mely elemének lezartja kompakt M-ben. Tovabbiakban mind a sima, zért



M-et és a Lemmaban felsorolt tulajdonsagokat kielégits {U,} atlaszt rogzi-
tettnek tekintjiik. Legyen h szimmetrikus tenzor, mely TM ® T M-en hat
(tipusa (0,2)). Ha U, adott, akkor U, minden p pontjaban kiszamolhat-
juk (h(p)) matrix Hilbert-Schmidt normajaf} Mivel h egy C° tenzormess,
igy a Hilbert-Schmidt normék, mint p fiiggvényei folytonosak és mivel U,
lezarasa kompakt, igy azok ||h||o.a, Ua felett képzett supremuma véges. Le-
gyen ||hllo = maxa{||h]oa}. Ezzel a norméval a (0,2) tipusi C° tenzorok
Banach-teret alkotnak. Ha v : M — RY egy C! leképezés, akkor hasonlo-
an képezhetjiik el6szor a (0;u’) matrixokat, ahol u = v o ¢ ! és ezek fenti
konstrukcioval teljesen azonos félnormajat, melyet || Dvl|o-val jeldliink.

allitas:

1. Allitas. Legyen M a fent rigzitett sokasdg, g metrika M-en. Legyen
w: M — RN egy sima, szigorian rovid immerzié. Legyen n > 0, A > 0
tetszdleges. LEkkor létezik olyan C' > 0 és olyan sima, rovid immerzid z :
M — RN, hogy

Iz =wllo <n, llg=2"llo <A, [[Dw—=D=zlo < Cv/llg —w*dll. (17)

teljesiil. Ha w injektiv, akkor z 1s vdlaszthato injektivnek.

Ha az 1. Allitas fennall, akkor a Nash-tétel bizonyitasa a kovetkezképpen
torténik. Legyen r az iterativ 1épések soran elGallt immerzidk indexe. Legyen
vg = kv, ahol v a kezdeti rovid immerzi6, x pedig valaszthatd 1-nek, ha v
szigortian rovid, egyébként mindig talalhatunk s szaméra olyan 0 < x < 1
értéket, hogy vg szigordan rovid legyen. Legyen € > 0 adott. Tegyiik fel,
hogy M atlaszanak indexei nemnegativ egészek. Legyen

—r—1
Ny = 27 €, (18)
Ar =47,

Tegyiik fel, hogy az iterativ lépések soran mar sikeriilt megkonstrualnunk
vp—1 szigordan révid immerziot. Az 1. Alitas miatt ekkor létezik olyan v,
rovid immerziéja M-nek, hogy
HUT'_’Ur—lHO <,
lg = vrdllo < Ar, (19)

IDv; — Dur_ilo < C/llg — i8] < A3
Felhasznalva —at, kapjuk, hogy
Jop — vp—1flo < €277,
lg —vrdllo <477, (20)

| Dv, — Dv,_1]jo < Cy/llg — vi_ 8| < €271,

'Ha A egy n x m matrix, akkor Hilbert-Schmidt normaja az (Tr(AT A))'/?




Ezekbsl az egyenltlenségekbdl a kovetkezd konkluzidt vonhatjuk le: a v,
révid immerziok sorozata egyenletesen konvergal egy v : M — RN CO le-
képezéshez. Mivel ||g — v}6]| — 0, igy v*0 izometria, emiatt mindenképpen
immerzié. Mivel Dv, Cauchy-sorozat, igy v C' immerzi6. Belathato, hogy
ha vg injektiv, akkor az iteracibban szerepls paraméterek valaszthatoak ugy,
hogy v injektivitasa garantalhato.

1. Kovetkezmény. Legyen M a fent régzitett, n dimenzids zdrt sokasdg, g
metrika M-en. Ekkor létezik M-nek izometrikus C' bedgyazdsa R*"-be.

A Kovetkezmény Whitney bedgyazasi tételét felhasznalva adddik: Whit-
ney tétele szerint, ha N > 2n, akkor M-nek létezik sima w bedgyazasa
RN _be. Egy komnpaktsagi érvvel belathatjuk, hogy ha w nem révid, akkor
létezik olyan 0 < A < 1 szédm, hogy Mw mér révid. Alkalmazva az 1. Allitést,
kapjuk a Kovetkezményt.

3. Nash iterativ bizonyitasa

Tovabbiakban részletezem az 1. Allitas bizonyitasat.

Nevezziik h-t primitiv metrikdnak az M sokasdgon, ha h szimmetrikus,
sima, nemnegativ (0,2) forma, melynek rangja M minden pontjaban legfel-
jebb 1.

2. Allitas. Legyen M a fent rogzitett sokasdg, h metrika M-en. Legyen
{Us} az M egy véges atlasza. Ekkor léteznek {hy} primitiv metrikdk, hogy
h =73 hi és minden hy, tartdja valamely Uy-ban van.

A bizonyitas két lépésben torténik meg. Elsé 1épésben megjegyezendd,
hogy rogzitve valamely linearisan fliggetlen, egy rangu leképezések {vx @ vy}
rendszerét R™ ben, akkor egyszertien belathato, hogy barmely szimmetri-
kus matrix felbonthatd ezek megfelel§ linearkombinaciojara. Kifejtve h-t a
lokalis koordinatakban ezen bazis szerint, majd alkalmazva az egység egy
megfelel§ felbontésat, kapjuk az allitast.

Sziikség van még egy technikai Lemmara.

2. Lemma. Legyen B egy, az R™ zdrt eqységlabddjdval diffeomorf sokasdyg.
Legyen w a B egy immeridja RN -be, ahol N > n + 2. Ekkor léteznek v,b :
B — RN leképezések B-n, hogy B minden pontjdban

(@) = [b(g) =1, v(qg) blq) =v(q) wi(g)r =b(q) - wi(q)xr =0, (21)

ahol © a TyM tetszéleges eleme, wi(p) pedig az w dltal definidlt eléretolé
(push forward) operdtor.

Legyen tehat w egy szigortan révd, sima immerzié, g sima metrika az M
Riemann-sokasagon. Legyen A,n > 0.



1. Legyen A = {U,} az M egy véges atlasza, ¢, az egység egy, az atlasz-
nak aldrendelt felbontésa. Mivel az atlasz véges, igy minden U,-hoz taladlhato
olyan A,, hogy egyrészt (1 —Aa)g —w*d pozitiv Us-n, mésrészt || Aagllo,u, <
A/2. Legyen {¢,} a fenti egységfelbontas és legyen ¢ = > Aq¢q. Az €l6z6
egyenl6tlenségekkel konnyen lathato, hogy h = (1 — ¢)g — w*d pozitiv az
egész M-en és ||g — (h+w*d)|lo < \/2.

2. Legyen h = Zw hy,v=1,2,3,4,... a h felbontasa primitiv metrikak-
ra. A bizonyitas kivetkezs 1épésében a w leképezéshez a + indexeknek meg-
felel6en egy iterativ folyamat eredményeként elgalld perturbécidkat adunk.
A ~v-adik iterativ 1épés utan: w, = w + wf + .+ wﬁ. A wf perturbaci-
ok tartéja egybeesik a h. fliggvények tartoival. Tegyiik fel, hogy valamely
N, n > 0 esetében teljesiil, hogy

[0 o, < &,
1Dwy/ (I3 0, < 2llAllo,v (22)
/\l

[w30 = (w310 + hy)lo,va < A

Ekkor, ha z = w+ 3 w4, kapjuk, hogy

lw(g) — ()| <> Jwf, | <n
o

(23)
1/2 * 1/2
o < V2IAIRIY = g — w85/,

Dw(q) ~ Dz(q) < 3 [ Dut

Végiil, mivel

[2°6(q) — (w* + h)(@)] < Y w3 — (Wi +hy))(@)] <N (24)

>0

Ha X-t megfelelsen vélasztjuk, akkor z rovid immerzio lesz és 1. Allitas
minden allitasa érvényes.

3. Tegyiik fel, hogy wy_1-et méar megkonstrualtuk (wg := w). Tegyiik
fel, hogy wy_1 immerzi6. Az 1. Lemma miatt feltehetjiik, hogy az atlasz
minden egyes elemének lezartja diffeomorf R™ zart labdajaval. Legyen N >
n+2. Legyen U, adott, ekkor 2. Lemma miatt talalhatunk olyan v és b RY
értékd mezsket U,-n, hogy a Lemmaban foglalt ortonormalitasi feltételek
teljesiilnek. Legyen hj alakja lokélis koordinatakban hy = a%dz/}k ® dipy
(Upm). Legyen o > 0. Alkalmazzuk a kovetkezd perturbaciot:

wi = 2k cos(othy) + bk sin(oy). (25)
o o
Rovid szamolassal kapjuk az alabbi eredményeket:

Cix

lwp o, < 26)
Co i
HDwI]:H(Q),UQ < |lhxllov. + J’ ;
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igy ha o elég nagy, a egyenlGtlenség els§ és masodik sora is teljesiil,
utobbi miatt pedig, A megfelel§ valasztasaval, wy sorozat minden tagja im-
merzié. Emiatt képezhet6 § visszahuzotja, ebbdl fakadéan némi szamolés
utan kapjuk, hogy

Cs j—
w8 — w18 — by (p) < Z2E (27)
Ezek szerint, ha o értéke megfelel§en nagy, akkor a 2 pontban felsorolt Hsszes
eredmény rekonstrualhaté.
4.
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