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Definiciék

A Stacionarius folyamatok cimii targy keretein beliil megismerkedtiink az
alabbi definicidkkal: staciondrius folyamat, gyenge-, illetve erés
stacionaritds, AR folyamatok, MA folyamatok, valamint ARMA

folyamatok. A fent emlitett definicidkat a tovabbiakban ismertnek
tételezem fol.

Definition

GARCH(p, q) folyamat. Egy ¢; folyamatot GARCH(p, q) folyamatnak
neveziink, ha létezik az els6 két feltételes momentuma, valamint teljesiti a
kovetkezd két feltételt:

E(etley,u<t)=0,t € Zés

léteznek olyan w, i, i = 1,..., g, valamint §;,j = 1, ..., p konstansok,
melyekre

q p
a? = Var(etley,u < t) =w+ Za;e%_, + ZB_,’O'%_J'.
i=1 j=1

v
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Definiciék
A fenti egyenletet egyszeriibben is leirhatjuk:
0? =w+a(B)e + B(B)o?, t € Z,

ahol B az ismert backshift operator, azaz B’e% = e%_l- és B’af = af_,-,

tovabba a(B) = Y0, a;B és B(B) = X0, BB,
Ha B(z) = 0, akkor

q
2 2
oy =w+ E Q€r_1.
i=1

Ekkor ARCH(q) folyamatot kapunk.

Definition

Erés GARCH(p, q) folyamat. Legyen (7)) iid i eloszldst sorozat. Ekkor
(e+) er6s GARCH(p, q) folyamat, ha

€+ = 01, valamint

o?=w+>7 ae  + Py Bjoz_j, ahol v, 3; nemnegativak és w
pozitiv.

v

™ = = =yt
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Nevezetes tételek

Amennyiben p = g = 1, akkor GARCH(1,1) folyamat esetén a fenti
feltételek az aldbbi alakban irhatdak fel:

€t = 0N, valamint

o2 =w+ ae%_l + Bof_l, ahol w,a, 8 > 0.

Legyen a(z) = az? + 3, v = E(log(an? + B) és

hy = w(l + Z,Oil a(nt_l)...a(nt,,-)).

Theorem

A GARCH(1,1) folyamat erés stacionaritisa. Ha

_OOS’7<05

akkor hy majdnem biztosan konvergens és a fenti feltételrendszer
egyértelmii megolddsa az
€ =\ hene

erésen staciondrius folyamat. Ha v > 0 és w > 0, akkor nincs ilyen erésen
staciondrius folyamat.

v
™ = = = et
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Nevezetes tételek
Theorem

A GARCH(1,1) folyamat gyenge stacionaritasa. Legyen w > 0. Ha
a+ B < 1, akkor az e; = \/hn; folyamat gyengén staciondrius . Ha

a+ > 1, akkor nincs megfelel6 gyengén stacionarius GARCH(1,1)
folyamat.

Az 3ltaldnos esethez tekintsiik a kovetkezo reprezentaciot:

z; = by + Az, g,

ahol
2
wiy; 512
. e2
t—g+1
by=b)=| o [eR™, g = > € RPT,
0 i
2
0 crr—erl
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Nevezetes tételek

valamint

o} agn? pun; By
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

A, =

I B B
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0 10

egy (p+ q) x (p+ q) matrix. Jeldlje (A) az A matrix spektralsugarat.
Tovabb3a tudjuk, hogy

1
Jim = log| |A|| = log(A).
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Nevezetes tételek
Legyen

o1
Y= tll[go ?E(/OgHAtAt—lAlH)

Theorem

A GARCH(p,q) folyamat erés stacionaritasa. Sziikséges és elégséges
feltétel a fent definialt v-ra: v < 0.

Ha E(log™||A¢]|) véges, akkor lim; o0 ||Ag...A_¢|]| = 0 = v < 0.

Theorem

A GARCH(p,q) folyamat gyenge stacionaritdsa. A tétel a GARCH(1,1)
esettel analég médon kimondhatd. Legyen w > 0. Egy GARCH(p,q)
folyamat akkor és csak akkor gyengén staciondrius, ha

q p
ZO{,‘ T Zﬂj < 1.
i=1 j=1
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A GARCH (1,1) folyamat

A GARCH folyamatok gyakorlati alkalmazdsdban a legjelent6sebb a
GARCH (1,1), igy ezen folyamat néhdny tulajdonsagat fogom ismertetni.
€t = OtNt, €S

02 =w+ae? |+ Bo? ,, ahol w,a, 3 > 0 definidl egy GARCH(1,1)
folyamatot. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek:

E(e:) = 0, a folyamat autokorreldlatlan és E;_1€2 = o;.

Tovébba teljesiil, hogy €2 ARMA(1,1) folyamatot kdvet.

Legyen p; = E(ni). Ekkor a GARCH (1,1) folyamat 4. momentuma:

E(c;) = E(of)E(ne),
amit kifejtve:

w?(14 a1 + B1)pa

4y _
E(Et) - (1 o u4a% — IB% — 2&1,81)(1 — Qo1 — 61)
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A GARCH (1,1) folyamat

Tegyiik fel, hogy E(e}) létezik és E(e}) < oo. Ekkor

Corr(e2, 2 a1(1 = Bi(a1 + 1)

h—1
’ — = 9 h > 15
e Ceh 1—(a1+51)2+a%(a1+ﬁ1) -

valamint
2 2
Cov(es,€e5_p) >0, Vh.

Hoffmann Baldzs GARCH folyamatok December 23, 2022 9/10



Az IGARCH(p,q) folyamat

Definition
Ha

q p
Zai + ZBJ = 17
i=1 Jj=1

akkor a folyamatot integrdlt GARCH, roviden IGARCH folyamatnak
nevezziik.

Theorem

Az IGARCH(1,1) folyamat erés stacionaritdsa.
Ha P(n? =1) <1 ésa+ 3 =1, akkor a folyamat er6sen stacionarius.

Francq, Christian, and Jean-Michel Zakoian. GARCH models: structure,
statistical inference and financial applications. John Wiley Sons, 2019.
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