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Bevezetés

Az egyéni kutatémunka keretében GARCH folyamatokkal foglalkoztam, ame-
lyek szorosan épiilnek a jelenlegi félévben tanult Stacionarius folyamatok cimi
targyban megszerzett ismeretekre. A GARCH mozaiksz6 jelentése dltalanasitott
autoregressziv feltételesen heteroszkedasztikus (generalized autoregressive con-
ditionally heteroscedastic) folyamat. Az eredeti ARCH folyamatokrdl el8szor
1982-ben jelent meg publikacid, azéta hatalmasra nétt mind az elméleti, mind a
gyakorlati askepktusait vizsgdldk kutatétabora. Az ARCH folyamatok esetében
a korabban tanult staciondrius folyamatoktdl eltéréen megjelenik a feltételes
széréds, azaz a szorasnégyzet a mult fiiggvénye. A GARCH modellek megjelenése
alapjaiban valtoztatta meg a magas volatilitasi pénziigyi folyamatok matem-
atikai kezelhet&ségét. Az alabbi Gsszefoglaléban néhany alapvetd definicié utan
bemutatom a GARCH folyamatok kiilénb6z6 tulajdonsdgait, valamint néhdny
altaldnositasat.

Definicidok

A Stacionarius folyamatok cimii tdrgy keretein beliil megismerkedtiink az alabbi
definiciékkal: staciondrius folyamat, gyenge-, illetve erés stacionaritas, AR folyam-
atok, MA folyamatok, valamint ARMA folyamatok. A fent emlitett definicidékat
a tovdabbiakban ismertnek tételezem fol.

Definition 1 GARCH(p, q) folyamat. Egy €; folyamatot GARCH(p, q) folya-
matnak nevezink, ha létezik az elsd két feltételes momentuma, valamint teljesiti
a kovetkezd két feltételt:

E(etley,u <t)=0,t € Z és

léteznek olyan w, o;,1 = 1, ..., q, valamint B;,j = 1, ..., p konstansok, melyekre

q P
o? = Var(elew,u <t) =w+ Zaief_l + Zﬁjof_l.
i=1 j=1
A fenti egyenletet egyszeriibben is lefrhatjuk:

o} =w+a(B)e + B(B)o},t € Z,



ahol B az ismert backshift operdtor, azaz Ble? = €7_, és B'o} = o7_,, tovdbb4

a(B)=>1  a;B" és B(B) = y B;BI.
Ha ((z) = 0, akkor

q
0752 =w+ Z aief_l.
i=1
Ekkor ARCH(q) folyamatot kapunk.

Definition 2 Erds GARCH(p, q) folyamat. Legyen (n;) iid n eloszldsi sorozat.
Ekkor (e;) eréds GARCH(p, q) folyamat, ha

€ = 0Ny, valamint

of =wH+ D a6 +38 ) Bjof;, ahol oy, Bj nemnegativak és w pozitiv.

Nevezetes tételek

Az alabbiakban a GARCH folyamatok stacionaritdsat fogjuk vizsgalni. Elészor
a GARCH(1,1) folyamatot, majd az dlaldnos esetet taglaljuk.
Amennyiben p = ¢ = 1, akkor GARCH(1,1) folyamat esetén a fenti feltételek
az aldbbi alakban {rhatdak fel:
€ = o1y, valaming
02 =w+ae?_| + Bo? 4, ahol w,a, B > 0.
Legyen a(z) = az?+8, v = E(log(ani+p) és hy = w(14+> ooy a(m—1)...a(ni—;)).

Theorem 1 A GARCH(1,1) folyamat erds stacionaritdsa. Ha
—0 S ’Y < 07
akkor hy majdnem biztosan konvergens és a fenti feltételrendszer egyértelmi

megolddsa az
€ =\ hune

erdsen staciondrius folyamat. Ha v > 0 és w > 0, akkor nincs ilyen erdsen
staciondrius folyamat.

Theorem 2 A GARCH(1,1) folyamat gyenge stacionaritisa. Legyen w > 0.
Ha a4+ < 1, akkor az e, = /hyny folyamat gyengén staciondrius . Ha a+p > 1,
akkor nincs megfelelé gyengén staciondrius GARCH(1,1) folyamat.

Az altalanos esethez tekintsiik a kovetkezd reprezentaciét:
2y =b+ Arzy 4,

ahol



(o) (7 )

. 2
€
—g+1
Q! = Q(n!,) = w € RP+Q, éf — ! qZ+ IS RI’+(1,

valamint
(i e agn; B} o Bl '\
10 .- 0 0 " 0
0 | 0 0 0
0 | 0 0 0 0
A, =
! o] Gy ﬁ] e ﬁp
0 0 1 o .- 0
0 0 0 | 0
0 0 0 0 | 0 )

egy (p+q) x (p+¢q) matrix. Jelolje (A) az A métrix spektralsugarat. Tovabba
tudjuk, hogy

.1 ¢
lim —log||A%[| = log(A).
Legyen
.1
v = tlirgo EE(logHAtAt_l..AlH).

Theorem 3 A GARCH(p,q) folyamat erds stacionaritdsa. Szikséges és elégséges
feltétel a fent definidlt ~-ra:
v < 0.

Ha E(log™||A¢||) véges, akkor

lim [[Ag..A_y||=0=>~<0
t—o0



Theorem 4 A GARCH(p,q) folyamat gyenge stacionaritisa. A tétel a GARCH(1,1)
esettel analdg mddon kimondhaté. Legyen w > 0. Egy GARCH(p,q) folyamat
akkor és csak akkor gyengén staciondrius, ha

q p
ZO@ + Zﬂj < 1.
i=1 j=1

A GARCH (1,1) folyamat

A GARCH folyamatok gyakorlati alkalmazdsiban a legjelentésebb a GARCH
(1,1), igy ezen folyamat néhdny tulajdonsigat fogom ismertetni.

€t = O¢M¢, és

0l =w+ae?_ | + Bo? ;, ahol w,a, B > 0 definidl egy GARCH(1,1) folyam-
atot. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek:

E(e;) =0, a folyamat autokorreldlatlan és E;_q1€? = oy.

Tovébba teljesiil, hogy €2 ARMA(1,1) folyamatot kovet.

Legyen u; = E(n}). Ekkor a GARCH (1,1) folyamat 4. momentuma:

E(e}) = E(o})B(1}),
amit kifejtve:

W (1 + a1 + Br)pa
(1 = paaf = Bf =201 B1)(1 — a1 — B1)’
Tegyiik fel, hogy F(e}) létezik és E(e}) < oo. Ekkor

1—Bi(ar + 1) _
C 27 2 _ a1 ( h 1, >,
orr (€, €_p) 1— (a1 + f1)2 +a? (a1 + B1) 2

B(e;) =

valamint

Cov(el,e_,) >0, Vh.

Az IGARCH(p,q) folyamat
Definition 3 Ha . ,
doait ) Bi=1,
i=1 j=1
akkor a folyamatot integralt GARCH, réviden IGARCH folyamatnak nevezziik.

Theorem 5 Az IGARCH(1,1) folyamat erds stacionaritdsa.
Ha P(n =1) <1 és a+ B =1, akkor a folyamat erésen staciondrius.



GARCH(p,q) folyamatok ARCH(oc0) reprezentacidja

Definition 4 FEgy (&) folyamatot ARCH () folyamatnak neveziink, ha létezik
(n:) wvaldszindiségi vdltozdk sorozata, ahol my iid, E(n) = 0 és E(n?) = 1,
valamint nemnegativ ¢; konstansok sorozata, ahol ¢y > 0, hogy

oo
2 2
€ = oy, 03 = ¢o+ E Gi€i_1-
i=1

Theorem 6 GARCH(p,q) folyamat ARCH () reprezentdcidja.
Ha (&) erdsen staciondrius GARCH(p,q) folyamat, akkor létezik ARCH (o)
reprezentdcicja, a ¢; konstansok pedig:

w > . A(z)
= — 7 ¢ = = C, S 17
ahol A(z) =onz+ ... +auz? és B(z) =1— B1z2— ... — Bp2P.
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