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1. Bevezetés

A hélézati rendszereknél fontos, hogy tgy alakitsuk ki 0ket, hogy rugalmasak legye-
nek és konnyen ujra konfigurdlhatéak. Gyorsan valtozhatnak a feltételek, amihez
alkalmazkodnia kell a rendszernek. Ugyanakkor ez kompromisszummal is jar: a
gyakoribb moédositasok a halézaton javitjak a teljesitményt, azonban magasabb ujra
konfiguralasi koltségekkel is jarnak.

Még ma sem ismerjiik elég jol az énbedlld (self-adjusting) halézatok algoritmikus
problémadit. Mivel a kdvetkez6 bemeneti adatrol nincs informacionk, igy nem tud-
juk elore, hogy milyen miiveleteket kell végrehajtani a grafon legkozelebb, ezért az
online algoritmusoknak jol kell reagalniuk a valtozadsokra. Idedlis esetben azt tud-
juk mondani, hogy egy online algoritmus c-versenyképes, azaz tetszoleges bemenet
esetén az algoritmus altal adott megoldas koltsége nem nagyobb, mint egy optimalis
offline algoritmus koltségének c-szerese.

A self-adjusting halézatokra nagyon hasonlitanak a self-adjusting adatstrukti-
rak, mint példaul a self-adjusting listak és splay fék [3]. A lista hozzéaférési problémét
(list update problem) Sleator és Tarjan mutattak be az 1980-as években [2], melyrél
a 2. fejezetben szamolok be. Ez arrdl szol, hogy olyan online algoritmust keresiink,
amely egy listabol kell lekérdeznie elemeket, mikdzben az éppen kivilasztott elemet
koltség nélkiil a listaban elorébb viheti. Kozismert algoritmus erre a move-to-front
(MTF) algoritmus, amely azt csindlja, hogy a legutoljara lekérdezett elemet mindig
a lista elejére teszi. Belathato, hogy ez egy 2-versenyképes algoritmus.

Az [1] cikk altalanositja ezt a problémat, mig a a lista hozzaférési problémanél
semmilyen koltség nem volt, itt mar tetszdleges lista atrendezésre bevezet egy kolt-

ségfiiggvényt. Az itt 1év6 fogalmakat és eredményeket a 3. fejezetben mutatom be.



2 LISTA HOZZAFERESI PROBLEMA

Hogy mik is azok splay fak és miért jok, azt a 4. fejezetben mutatom be.

2. Lista hozzaférési probléma

A lista hozzaférési problémaban adott egy lancolt lista, és a kovetkezo miiveleteket

hajthatjuk végre rajta:
» Keres(z): Az z elem megkeresése
o Beszir(x): Az x elem beszirasa.

o Torol(z): Az x elem torlése.

Folyamatosan beérkeznek hozzank ezeknek a kéréseknek egy sorozata, amit ne-
kiink teljesitentink kell. Jelolje n a lista maximélis elemszamat valaha, és m a kérések
szamat.

Feltessziik, hogy az i. elem megkereséséhez vagy torléséhez i darab miiveletre van
sziikségiink, ugyanis a mutatonk kezdetben az elsé elemen szerepel, és az elejétol
kezdve végig kell nézniink, hogy egyenlo-e az adott érték z-szel. A beszirashoz
n + 1 mivelet sziikséges, ugyanis végig kell menniink az egész listan megnézni, hogy
valéban nincs-e benne az adott elem, majd utana beszturni. A lista karbantartasara

az alabbi miiveleteket engedjiik meg:

o A megkeresett = elemet tetszoleges hellyel ingyen elérébb lehet mozgatni a

listaban.

o Barmely két szomszédos elemet felcserélhetiink 1 kdltséggel.

Jelenleg azzal az esettel foglalkozunk, amikor csak a keres miiveletiink van. Ilyen-
kor van egy 1, ..., x, bemenetiink, majd sorban a ¢ = (04, ..., 0,,) kérések soroza-
ta, ahol o; € {z1,...,2,}.

T6bb online algoritmust is alaposan megvizsgaltak erre a problémaéara, ebbol har-
mat is bemutatok:

Move-to-front (MTF) algoritmus: Egy elem keresése (vagy beszirasa) soran
az elemet a lista legelejére vissziik.

Transpose (T): Egy elem keresése (vagy beszirdsa) soran az elemet cseréljitk
ki az el6tte lévovel.

Frequence count (FC): Minden elemre tartsuk szamon, hogy hanyszor volt

eddig megkeresve. A lista ennek az értékében monoton csokkenjen.



3 SELF-ADJUSTING LINEARIS HALOZATOK

Mindegyik algoritmusra igaz, hogy csak olyan karbantartast alkalmaz, ami in-

gyenes. Azonban a harom algoritmus koziil csak az MTF algoritmus lesz megfelelo.
2.1. Allitas. Sem a T, sem az FC algoritmus nem versenyképes.
2.2. Tétel. Az MTF algoritmus 2-versenyképes.

A tételt példaul potencidlfiiggvényekkel lehetséges belatni. A tétel {6 otlete az,
hogy minden z,y elemparra tekintsiik az 6 sorrendjiiket és hogy mikor cserélnek
sorrendet.

A Move-to-front "optimalitdsat" a lista hozzaférési probléméaban az alabbi tétel

mutatja:

2.3. Tétel. Ha egy online algoritmus c-versenyképes, akkor ¢ > 2.

3. Self-adjusting linearis halézatok

Az el6z0 fejezetben a kurzor mindig visszaugrott a lista elejére és igy kellett kiva-
lasztani a kovetkezd elemeket. Most azonban feltessziik egyrészrol, hogy a kérések
egy 0; = (s;,t;) part tartalmaznak, ahol a kurzor kezdetben az s; elemen van és a t;
elemet keressiik. gy ennek a kérésnek a koltsége |h(s;)—h(t;)|, haah: V — N figg-
vény az elemek helyét definidlja. Most csak azt a karbantartasi miiveletet engedjiik
meg, amikor két szomszédos elemet felcserélhetiink 1 koltséggel.

Ez a probléma mar joval nehezebb, ami az aldbbi példan is észlelhet6: Vegyiink
egy V = {c,v1,...,v,} grafot, majd legyen o, := (¢, v;). Ekkor egy offline algoritmus
ezt konnyedén meg tudja meg tudja oldani, ugyanis a ¢ csticsot folyamatosan kérbe
mozgatja. Azonban egy online algoritmusnal ezt is figyelembe kell venni, hogy egy
ilyen kozponti csticsot mozgatni kell.

Rossz hir, hogy az eredeti lista hozzaférési problémaval ellentétben ebben a mo-
dellben nem létezik konstans kozelit6 algoritmus, ugyanis megadhat6 egy Q(logn)-
es alsobecslés a versenyképességi hanyadosra egy determinisztikus online algoritmus

esetén.

3.1. Tétel. Jelilje cost(ON (o)) (és cost(OFF(o))) egqy online (és egy offline) al-

goritmus koltségét a o kéréssorozaton. Ekkor |o| = Q(n?) esetén a versenyképességi

cost(ON (o))

hanyadosra max, wost(OFF ()

igaz az, hogy legaldbb Q(logn).

Szerencsére megadhatd egy felsé becslés is: létezik egy olyan algoritmus, amely

O(log(n))-versenyképes, ha a kéréssorozat megfeleléen hossz.
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4 SPLAY FAK

4. Splay fak

A splay fa (splay tree) egy self-adjusting bindris kereso fa, azaz a keresett elemek
mindig a gyokérbe mozgatja, igy a gyakran keresett elemek a binaris fa tetejéhez
kozel fognak elhelyezkedni, igy gyorsan elérhetéek lesznek a késébbiekben.

A megkeresett = elem gyokérbe vald felvitelét tgynevezett splay 1épések soroza-
taval tessziik meg. Jeloljik x sziil6jét p-vel, és p sziil6jét g-vel, ha létezik. A splay
lépések a kovetkezok:

Cikk 1épés: tegyiik fel, hogy p nem a gyokér. Ekkor forgassuk meg a fat az xp él

& 38y

Cikk-cikk lépés: tegyiik fel, p nem a gyokér, tovabba x és p ugyanolyan oldali

mentén.

gyerekek. Ekkor forgassuk meg a fat pg, majd xp él mentén.
(9)
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Cikk-cakk 1épés: tegytik fel, hogy p nem a gyokér, tovabba z és p kiillonb6z6
oldala gyerekek. Ekkor forgassuk meg a fat pz, majd zg élek mentén.




HIVATKOZASOK

Egy csics splay-elése azt jelenti, hogy a csucsot ilyen splay 1épések sorozataval
a gyokérig felvisszitk. A splay fadban a miiveletek (keres(x), beszir(x), torol(x)),
ugyanugy néznek ki, mint a bindris kereso faban, annyi kiillonbséggel, hogy a miivelet
végén most splay-eljiik a cstcsot.

A karbantartas koltsége legyen az, hogy hany forgatast végeztiink el a splayelés

soran. Ezek alapjan a hatékonysaga egy splay fanak a kovetkezd lesz:

4.1. Tétel. Bdrmilyen m miuveletbél allo sorozatnak a splay fin a futdsi ideje

O(mlogn), ahol n a csicsok mazximdlis szama valaha a faban.

A bizonyitas kulcsa, hogy definidlunk egy ¢ potencial fiiggvényt. Jelolje size(z)
az x csucs alatt 1év6 csicsok szamat x-et beleértve, majd rank(x) := log,(size(x)).
Ekkor legyen ¢ := >, rank(z), azaz a potencialfiiggvény az Osszes csics rangja. A

bizonyitas egy fontos eszkoze még az alabbi lemma:

4.2. Tétel. A karbantartdsi ideje az x csucs splayelésének az r gyokér esetén legfel-
jebb 3(rank(r) — rank(z)) + 1.

Mivel egy cstcs rangja legfeljebb log n, ezért a karbantartasi ideje egy miiveletnek
legfeljebb O(logn) lesz.
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