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Motivacié

m Bels6 motivacié (funkcionalanalizisbél)
m Altalanos C*-algebrakban nem biztos, hogy vannak projekcick
m Spektraltétel
m Kiils6 motivacio
m Fizika (féleg kvantumfizika)
m Ergodelmélet
m Nem-kommutativ geometria, csoméelmélet, differencialhaté
sokasagok, stb...

Szabari Matyas ELTE TTK, Matematikus MSc.

utatémunka 1



Neumann algebrak projekciéi és faktorok
0e00000000

Neumann algebrak projekciéi

Definicio

Legyen A egy von Neumann algebra H felett. Ekkor az A
centruménak nevezziik a

Z(A)= AN A

halmazt (ahol A’ az A kommutansa).

Definicié

Azt mondjuk, hogy az A von Neumann algebra faktor, ha az

Z(A) ~C.

Szabari Matyas ELTE TTK, Matematikus MSc.

Egyéni kutatémunka 1



Neumann algebrak projekciéi és faktorok
[e]e] lelelelelele]e]

Projekciok tulajdonsagai .

Allitas
Tegyiik fel, hogy A egy von Neumann algebra H Hilbert tér felett.
Ekkor P(A) egy teljes halot alkot az énadjungalt operatorok
definialt rendezés megszoritasaval.

Azt mondjuk, hogy p egy A-beli projekcic centralis projekcio, ha
pe Z(A).
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Projekciok ekvivalenciaja

Definicié
Azt mondjuk, hogy a p,q € P(A) a ekvivalens projekcick, ha
létezik egy olyan u € A parciélis izometria, hogy p = uu* és
g = u*u (jel.: p~q).

Definicié
Azt mondjuk, hogy a p-t dominélja a q, ha létezik olyan
p' € P(A), hogy p' ~ p és p' < q. Ennek jelslése p < q.
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Projekcidk ekvivalenciaja: tulajdonsagok

Allitas
Ha u € A egy parcialis izometria, akkor u*u egy A-beli projekcié
ker(u)t-ra és uu* pedig egy projekcic im(u)-ra.

Allitas
Legyen | egy indexhalmaz és {p;}ic; és {qi}ici A-beli projekcick
egy-egy |-vel indexelt csaladja, melyre minden i € I-re p; ~ q;.

Ekkor
\/ pi ~ \/ qi

icl i€l
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Neumann algebrak tipusai .

Legyen A egy Neumann algebra és p € P(A) projekcié. Ekkao p-re
azt mondjuk, hogy

- Abel tipusi/kommutativ: ha az A, redukalt algebra
kommutativ.

- véges: ha barmely g € P(A)-ra q < p és q ~ p esetén q = p.
- végtelen: ha nem véges.
- tisztan végtelen: ha 0-n kiviil nem létezik olyan q € P(A)
véges nem-nulla projekcié, amire g < p.
- teljesen végtelen: ha q € P(A)-ra ha gp véges, akkor gp = 0.
- minimalis: ha p # 0 és A, ~ C (vagy ekvivalens médon
g€ P(A), g <pesetén g =0 vagy g = p).
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Neumann algebrak tipusai Il.

Definicio

Azt mondjuk, hogy A Abel tipusi, véges, végtelen, tisztan
végtelen, teljesen végtelen, ha 1 € P(A) rendelkezik a megfelelé
tulajdonsaggal.

minimalitds = kommutativitds = végesség —
— nem tisztan végtelenség

Illetve:

tisztan végtelenség = teljesen végtelenség.
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Neumann algebrak tipusai IIl.

Legyen A egy von Neumann algebra H Hilbert tér felett. Ekkor

- A féligvéges, ha minden p € P(Z(.A)) centralis projekcichoz
létezik g € P(.A) nem-nulla véges projekcio, hogy q < p.

- A I-tipusd, ha minden p € P(Z(.A)) centralis projekcichoz
létezik g € P(A) nem-nulla Abel-projekcid, hogy q < p.

- A ll-tipusd, ha féligvéges és nem tartalmaz nem-nulla
Abel-projekcict.

- A lll-tipusi, ha nem tartalmaz nem-nulla véges projekcict.
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Neumann algebrak tipusai Illl.

Legyen A egy von Neumann algebra H Hilbert tér felett. Ekkor

- A Ig,-tipusd, ha véges és |-tipusti.

- A Ix-tipusa, ha végtelen és |-tipusda.
- A lli-tipusd, ha véges és Il-tipusd.

A llo-tipusd, ha végtelen és Il-tipusu.

A diszkrét, ha [-tipusu.

A folytonos, ha Il-tipust vagy I/l-tipusa.
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Neumann algebrak tipusai: Klasszifikacio

Tétel (Klasszifikaciés tétel)

Legyen A egy von Neumann algebra a H Hilbert tér felett. Ekkor
léteznek egyértelmiien olyan p; centralis projekcick A-ban
(i=1,2,3,4,5), hogy 3>, pi = 1, tovabba:

Ap,  lsin-tipusii
Ap,  Iso-tipust
Ap,  Il-tipusi
Ap,  llso-tipusa
Aps  ll-tipusi
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Kommutativ von Neumann algebrak

Tétel

Legyen A egy kommutativ von Neumann algebra egy szeparabilis
Hilbert tér felett. Ekkor létezik egy olyan I kompakt, My,
Hausdorff topologikus tér és egy olyan pozitiv mérték T-n, hogy az
A *-izomorf Loo(T, p)-vel.
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Direkt integral (informalisan)

m Meértéktér, rajta Hilbert terek egy mezeje — mérhetd,
integralhato szelések (ekv. osztajainak) Hilbert tere — Direkt
integral

m Felbonthato, diagonalizalhaté operatorok

m von Neumann algebrak direkt integralja

m von Neumann algebra felbontasa faktorok direkt integraljara
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Koszondm a figyelmet!
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