1. Egyéni kutatéomunka 1. (Szabari Matyas)

1.1. von Neumann algebrak projekcioi

1.1. Definici6é. Legyen A egy von Neumann algebra H felett. Ekkor az A centru-
madnak nevezzik a

Z(A)=ANA

halmazt, vagyis az olyan A-beli operatorok halmazat, melyek minden egyéb A-beli

elemmel kommutalnak.

A centrum fogalma kulcsfontossagu szerepet jatszik a von Neumann algebréak

elméletében, ami maga is egy von Neumann algebra (természetesen kommutativ).

1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A von Neumann algebra faktor, ha az A

centruma egy dimenzios (vagyis az egység skalarszorosaibol all).

A projekcié egy masik olyan fogalom, ami fontos szerephez jut ezen algebrak
vizsgalatdban, mivel egy von Neumann algebra nagyon "gazdag" projekciokban (ki-
csit formalisabban az algebra projekcidi altal generalt altér stird a norma-topologia
szerint). Legyen H egy Hilbert tér, ekkor jeloljiikk P (A)-val egy A c B(H) algebra

projekcioit.

1.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy A egy von Newmann algebra H Hilbert tér felett.
Ekkor P(A) egy teljes halot alkot az onadjungdlt operdtorok definidlt rendezés meg-

szoritdsdval.

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy p egy A-beli projekcid centrdlis projekcio, ha
p € Z(A).

Az, hogy p egy centralis projekcié, az azt jelenti, hogy az A felirhato direkt
Osszeg alakban (A =~ A, & A1, |ezt a jelolést késébb definidlomy]).

1.5. Definicié. Hogy ha p és g egy A-beli projekcio és pg = 0 (ekvivalens modon
gp =0), akkor azt mondjuk, hogy p és ¢ merdlegesek egymaésra.

Ez a megfogalmazas természetesen ekvivalens azzal, hogy a p-hez és a g-hoz
tartozo zart alterek H-ban merélegesek egymésra. Ekkor p + ¢ megegyezik p Vv g-val

(ahol "V’ az Gni6 miivelete a projekcidhéloban).

1.6. Allitas. Legyen A egy Neumann algebra és a € A. Ekkor az olyan p € P(A)
projekcioknak, melyre pa = a létezik legkisebb eleme. Ext a projekciot az a centrdlis
tartojanak hivjuk, és z(a)-val jeloljiik. A z(a) megegyezik a (Aa)H zdrt altérre vett

projekcioval.



Ha specialisan egy p € P(A)-t tekintiink, akkor z(p) a legkisebb olyan centralis
projekcid, amire p < z(p).
Abban az esetben, ha egy a,b € A elemekre z(a)z(b) = 0 (vagyis z(a) és z(b))

merdlegesek, azt mondjuk, hogy az a és a b centralisan merd6legesek.

1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p,q € P(A) a ekvivalens projekciok, ha
létezik egy olyan u € A parcialis izometria, hogy p = uu* és g = u*u, ekkor a p ~ ¢
jelolést hasznéljuk. Tovabbé azt mondjuk, hogy a p-t domindlja a g, ha létezik olyan
p' € P(A), hogy p’ ~ p és p’ < q. Ennek jelolése p < gq.

A ~ relacié valoban egy ekvivalencia-relacio, a < pedig egy kvazirendezés (pre-

order) P (A)-n. Ezek néhany alapvets tulajdonsagai:

(1) Ha p,q € A-ra p ~ q teljesiil, akkor z(p) = z(q).

(2) Ha p ~ 0, akkor p = 0.

(3) Ha p ~ q és r € P(Z(A)), akkor pr ~ qr (konnyen lathaté ur parcialis

izometriaval).

1.8. Allitas. Ha u € A egy parcidlis izometria, akkor w*u eqy A-beli projekcié
ker(u)*-ra és uu* pedig eqy projekcié im(u)-ra.

1.9. Allitas. Legyen I eqy indexhalmaz és {p;}ier €s {qi}ier A-beli projekcick eqy-eqy

I-vel indezelt csalddja, melyre minden i € I-re p; ~ q;. Fkkor
\/ pi= \/ qi
i€l i€l

1.10. Definicié. Legyen A egy von Neumann algebra H Hilbert tér felett és p € A
projekcio. Ekkor a pAp algebrat redukdalt von Neumann algebréanak nevezziik, és

Ap-vel jeloljik.

A definici6 helyes, olyan értelemben, hogy A, valéban egy von Neumann algebra.
Koénnyen lathato, hogy A, elemei azok az A-beli elemek, melyek ker p-t ker p-be és
im p-t im p-be kiildik. Igy A, tekinthetd egy von Neumann algebranak H, = pH
felett (vannak szerzdk akkik igy is definialjak, vagyis A, = pA, ami hat H), felett).

1.11. Allitas. Ha p ~ g A-beli izomorf projekcick, akkor A, *izomorf Ay-val.
A kovetkezd tétel egy hasznos eszk6z projekciok vizsgalatahoz.

1.12. Tétel. Legyen A eqy von Neumann algbra H Hilbert tér felett és p, q tetszd-

leges projekciok A-ban. Ekkor a kovetkezd hdarom dllitds ekvivalens:

(1) z(p) és z(q) nem merdlegesek.



(2) eAf 0.

(3) Léteznek olya, p’,q" € P(A) projekciok, melyekre p’ ~ q’, tovdbbd p’ < p és
9 =q.

1.13. Tétel (Osszehasonlitasi tétel). Tetszdleges p,q € P(A) projekcickra létezik
olyan r € P(Z(A)) centrdlis projekcid, melyre

pr < gr, és p(l-r)=q(l-r).

A tétel kovetkezménye, hogy ha A egy faktor, akkor P(A) . a S0 relacioval

teljesen rendezett.

1.2. von Neumann algebrak tipusai

Elgszor is definidljuk projekciok specialis tipusait, majd ezek segitségével defini-

aljuk a Neumann algebrék tipusait.
1.14. Definici6. Legyen A egy Neumann algebra és p € P(A) projekcio.

Azt mondjuk, hogy p Abel tipusi vagy kommutativ (abelian), ha az A, redu-

kalt algebra kommutativ.

Azt mondjuk p-re, hogy véges, ha barmely g € P(A)-ra g < p és g ~ p esetén
q=Pp.

- Ha p nem véges, akkor azt mondjuk, hogy végtelen.

A p tisztdn végtelen, ha 0-n kiviil nem létezik olyan g € P (A) projekcid, amire

qg<p.

A p teljesen (/ténylegesen/valéban) végtelen ("properly’, nem tudom mi a meg-

felelg forditasa), ha g € P(A)-ra ha gp véges, akkor gp = 0.

p minimdlis, ha p # 0 és A, = Cp (vagy ekvivalens modon g € P(A), g < p
esetén g = 0 vagy g = p).

Azt mondjuk, hogy A Abel tipusi, véges, végtelen, tisztan végtelen, teljesen vég-
telen, ha 1 € P(A) rendelkezik a megfelel§ tulajdonsiggal.

Egy projekciora teljesiilnek a kovetkezd implikaciok:

minimalitdas = kommutativitas = végesség = nem tisztan végtelenség

illetve



tisztan végtelenség = teljesen végtelenség.

Tovabba lathato az is, hogy ha p véges, illetve Abel, és g < p akkor ¢ is véges,
illetve Abel.

1.15. Példa. Legyen s a shift/eltolas operator Io(N) Hilbert téren. Ekkor s*s ~ ss*

és 55" < s*s =1, ezért s*s = 1 végtelen.

1.16. Definici6. Legyen A egy von Neumann algebra H Hilbert tér felett. Ekkor

A féligvéges, ha minden p € P(Z(A)) centralis projekcidhoz létezik g € P(A)

nem-nulla véges projekcio, hogy g < p.

A I-tipusi, ha minden p € P(Z(A)) centralis projekcidhoz létezik g € P (A)
nem-nulla Abel-projekcié, hogy g < p.

A 1l-tipusi, ha féligvéges és nem tartalmaz nem-nulla Abel-projekciot.

A Ill-tipusi, ha nem tartalmaz nem-nulla Abel-projekciot.

Tovabbé:
- A Ipip-tipusi, ha véges és I-tipusi.
- A Iw-tipusi, ha végtelen és I-tipusi.
- A 1 yi,-tipusi, ha véges és I1-tipusu.
- A Il-tipusi, ha végtelen és [1-tipusu.

Szoktak még a kovetkezd definicidkat is hasznalni:

- A diszkrét, ha I-tipusi.

- A folytonos, ha II-tipusiu vagy I1I-tipust.
A kovetkezd tétel pedig egy nagyon fontos tétel a von Neumann algebrak té-

makorében, ugyanis azt mondja ki, hogy az imént definialt tipusokkal klasszifikilni

lehet a Neumann algebrékat.

1.17. Tétel (Klasszifikacios tétel). Legyen A egy von Neumann algebra a H Hil-
bert tér felett. Ekkor léteznek egyértelmien olyan p; centrdlis projekciok A-ban
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(i=1,2,3,4,5), hogy Z?:l pi = 1, tovabba:

Ap, 1 fin-tipusi
Apy  1o-tipusi
Apy 1 ip-tipusi
Ap,  1-tipusi
Aps  11-tipusi

1.18. Ko6vetkezmény. A tétel kizvetlen kovetkezménye, hogy eqy A von Neumann

algebra felbonthato a fenti tipusok direkt dsszegére.
Tovabba egy masik kévetkezmény, mely igen hasznos:

1.19. Kovetkezmény. Ha az A wvon Neumann algebra eqy faktor, akkor
Ifin, Ieos Hfin, Ils vagy I11-tipusi.



1.3. Direkt integral felbontas

1.20. Definicié. Legyen (I', u) egy o-véges mértéktér és {H, },er szeparabilis Hil-
bert terek egy I'-val indexelt csaladja. Azt mondjuk, hogy H C [Tyer H,, (u=0}2
{H,}yer direkt integrdlja (I, u) szerint, ha teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsagok:

(1) Minden &, € H-ra a y +— (&(y),l(y)) w-integralhatd és (&,¢) =
JE@) . L)du(y).

(2) Tetszoleges &, € H, esetén (minden y € I'-ra), ha minden ¢ € H-ra a
y = (&, () fliggvény integralhato, akkor létezik & € H, melyre &£(y) = &,

p-majdnem mindeniitt.

Ez esetben az /:9 H,du(y) = H jelolést hasznaljuk, és ezt (ill. y = &(y)-t) a H (ill.

&) direkt integral felbontéséanak nevezziik.

Az el6z6 definicidhoz hasonldan, az integralhatosagot mérhetGségre felcserélve,
definidlhat6 a {H,},er Hilbert terek mérhetd mezeje, melynek az integralhatosag

specialis esete.

1.21. Példa. Az Lo(T', p) Hilbert tér a direkt integralja a C, egy dimenzi6s (komplex)

Hilbert terek mezejének.

1.22. Példa. Egy I'-val indexelt Hilbert terek csaladjanak direkt Osszege a {H, }yer

direkt integralja (I, u) szerint, ahol u a szamlalé mérték I'-n.

Elsfordulhat, hogy a kiilénb6zs H,-ak dimenzidja eltér. Azonban belathato, hogy
n € NU {oo} esetén a I'; = {y € I'|dim(H,) = n} mérheté részhalmaza I'-nak.
Tovabba ennek segitségével, egy /;B H, du(y) direkt integrél esetén teljesiil az, hogy

/j Hydu(y) = P

®
/ Hydu(y).
neNUeo ¥ I'n

Igy elegendd olyan Hilbert tér mezdék vizsgalatara szortkozni, melyben a Hilbert
terek dimenzioja konstans. Igy létezik olyan Hy Hilbert tért, hogy minden y € I'-
ra H, = Hy. Ekkor frea H,du(y) természetesen izomorf a négyzetesen (Bochner

értelemben) integralhato Hy értéki fiiggvények terével I'-n.

1.23. Definicié. Legyen {a,},er operatorok egy olyan csaladja, melyre Vy € IT":
a, € B(H,), és {llay|l}yer fliggvény p-majdnem korlédtos. Ekkor azt mondjuk,
hogy ez az operatorcsalad mérheté ha teljesiil, hogy minden & € f;B H, du(y)-
ra {ay€y}yer € f;B H,du(y). Az igy kapott folytonos linearis operatort (a =
)/r69 a,du(y) -val jeloljik.

Definiadlhatunk B( flfB H,du(y))-ban két specialis operator-csaladot, melyek fon-

tos szerephez jutnak a direkt integral felbontasban, és melyekrsl belathato, hogy
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maguk is Neumann algebrakat alkotnak, tovabba specialis kapcsolatban allnak egy-

maéssal.

1.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy a € B(/l_GB H, du(y)) operator felbonthatd,
ha létezik olyan {a,},er operatorok egy mérheté mezeje, hogy a = f;B aydu(y).
Tovabba ha teljesiil, hogy minden a, egy skalarszoroza a H, identitasanak, akkor

azt mondjuk, hogy a diagonalizdlhato.

Konnyt latni, hogy ha a és b két felbonthaté operator, akkor aa + b, ab,a” is
felbonthato, tovabba az identias is az (természetesen az egyes terek identitasara).

Speciélisan y-majdnem mindenhol:
(1) aa+b = /Fe;(cmy +b,)du(y)
(2) ab = [ aybydu(y)

(3) a* = [ aydu(y).

Ha pedig Vy € T : a, < b, p-majdnem mindenhol, akkor a < b (fetéve az
onadjungaltsagot).

H = f;B H,du(y) esetén a felbonthaté operatorok algebrajat M(H)-val jeloljiik
és a diagonalizalhato operatorok algebrajat pedig D (H)-val. Ezek egy-egy Neumann

algebrat alkotnak B( /r@ H, du(y))-ban, tovabba teljesiil rajuk a kovetkezd tétel.

1.25. Tétel. A felbonthato operdtorok algebrdja a diagonalizdlhato operdtorok algeb-

rajanak kommutdns algebrdja. Vagyis teljesiil, hogy

M(H) =D(H)

1.26. Példa. Lo(T", u) Hilbert tér esetében a felbonthaté és a diagonalizalhaté opera-
torok algebraja egybe esik, és ez a u-majdnem korlatos fiiggvényekkel vald szorzas-

operatorok algeraja lesz (Loo(T, p)).

1.27. Példa. Az 1.22. Példa alapjan, ha H egy {H, } Hilbert tér csalad direkt dsszege,
akkor egy felbonthat6 operatornak H-n megeleltethets egy {ay} (ahol a, € B(H,))
operator-csalad direkt dsszege, melyre sup,erlla, || < [la|| (megszamldlhato egyen-
16s¢g). Ha a még diagonalizalhato is, akkor akkor minden a, egy skkalarral valo

szorzés Hy-n.

1.28. Definicié. Legyen {A,},er szeparabilis Hilbert terek feletti Neumann al-
gebrak egy csaladja egy (I', u) o-véges mértéktérrel indexelve. Azt mondjuk, hogy
{A, }yer mérhetd, ha létezik olyan {a,},en mérhets operatormezdk csaladja, melyre

majdnem minden y-ra {(a,), }nen generalja A, -t.
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1.29. Definicié. Ha {A,}yer Neumann algebrak egy mérheté csaladja, akkor
{A,}yer direkt integralja az az

AcC M(/Fea?-{ydu(’y))

algebra, melyre majdnem minden y-ra a € A esetén a, € A,.

Az, hogy A algebra, az nyilvanvalo, de elvart modon az is teljesiil, hogy A

Neumann algebra, az 1.25 tétel kovetkeztében.

1.30. Tétel. Legyen A eqy von Neumann algebra eqy H szepardbilis Hilbert tér
felett. Ekkor létezik olyan (I', u) mértéktér, és {A,}yer von Neumann algebrdk egy

mérhetd mezeje, melyre minden y € I'-ra A, faktor, tovdbbd:

®
ﬂc./r Ay du(y).
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