EGYENI KUTATOMUNKA 2.

PARONKENT DISZJUNKT VEKTORPAROK KERESESE F}-BEN
ELOIRT KULONBSEGSOROZATTAL

KOVACS BENEDEK
TEMAVEZETO: CSIKVARI PETER

1. KERDESFELVETES, KORABBAN ELERT EREDMENYEK

A 2020-as Gszi félévi kutatobmunkamban Balister, Gy6ri és Schelp ([1]) alabbi 2008-
as sejtésével foglalkoztam:

1.1. Sejtés. Legyen n > 2 egész és N = 2". Ha adottak Fj-ben a d;, ds, ...,
in
2

d1y nemnulla kiilsnbs¢gvektorok (nem feltétleniil kiilonbozok) ugy, hogy > d; = 0,
i=1

akkor F} feloszthato diszjunkt {a;, b;} parokra (1 < i < $N) ugy, hogy minden i-re

a; — bz = dz legyen.

Ezen sejtésnek az alabbi gyengitett valtozatat vizsgaltam, melyre az igenl6 valaszt
igyekeztem minél nagyobb M értékekre belatni:

1.2. Probléma. Legyenek n > 2, N =2"és M < %N — 2 el6re megadott egészek.

Igaz-e, hogy tetszGleges di,ds, ..., dy € FY nemnulla kiilonbségértékek esetén létez-
nek olyan csupa kiilénb6z6 aq,...,ap, b1, ...,by € FY vektorok, melyekre teljesiil,

hogy minden 1 <1 < M-re a; — b; = d;?

Kutatasom 6 eredménye az volt, hogy az igenld valaszt belattam M < %N esetén
egy tovabbfejlesztett mohd modszer hasznélataval.

1.3. Megjegyzés. Grafelméletileg a probléméat ugy képzeljiik el, hogy van M db
diszjunkt éliink, az i-edik élre a d; kiilonbségérték van rairva, és mi az élek végpont-
jaiba szeretnénk FZ7-beli vektorokat frni igy, hogy minden él két végpontjaba olyan
vektorok keriilnek, melyeknek kiilonbsége az élen szerepls vektor.

2. UJ EREDMENYEK OSSZEFOGLALASA

A 2021-es tavaszi félévben az alabbi két £6 eredményt értem el:

o Az el6z6 féléves eredményt megjavitva az 1.2. probléma igazsagat belattam
M < 3%N megadott kiilonbségre is.

e Vizsgaltam az 1.2. probléméat abban a specialis esetben is, amikor minden
d; kiilonbségérték csupa kiilonb6z6. Ebben az esetben belattam, hogy 1étezik
¢ > 0 konstans és ny € N, hogy a probléma ezen specidlis esetben megoldhato
M < %N — ¢N5/6 esetén, ha n > no.
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2 KOVACS BENEDEK

3. A PROBLEMA MEGOLDASA M < %N ESETEN

Idézziik fel az el6z6 félév kutatési eredményeit tartalmazo cikkbdl ([3]) az alabbi
definiciot:
3.1. Definicio. Legyen 0 < k,I,d < 1 ugy, hogy k + [ < 1. Ekkor jelolje T'(k,l,d)
azt az allitast, hogy tetszéleges n > 2-re, M € Nt-ra és dy, da, ..., dyy € Fy nemnulla
vektorokra teljesiil, hogy vagy legalabb dM azonos van a vektorok kozott, vagy létezik

egy olyan « : F} — FJ automorfizmus, melyekre az a(d), ..., a(dy) vektorok kézott
legalabb kM 0-val és legalabb (M 1-gyel kezdddik.

Az el6z6 félévben belattam, hogy 0 <[ < k < % esetén T'(k, 1,1 — 2k — 21) teljestil.
Ezen allitast bizonyité kordbbi modszeremen tudtam javitani a & = [ esetben, a
"szegény" és "gazdag" indexek szerepének teljesen szimmetrikussé tételével:

3.2. Tétel. Ha 0 < k < %, akkor T(k,k,1 — 2k) teljesil.

A bizonyitas el6tt idézziink fel néhany definiciot az el6z6 félév beszamolojabol.
Legyen 0 < k < % rogzitett, és legyenek adottak a dy, ..., dys € F§ nemnulla vektorok.
A d; vektor j-edik koordinatajat d, j-vel fogjuk jelolni (1 < ¢ < M, 1 < j < n,
di; €{0,1}).

3.3. Definicié. Ha K C {1,2,...,n} egy nemiires halmaz, akkor legyen Ax = {x €
Fy 0> .cx i = 0}. (Konnyen lathato, hogy Ax egy n — 1 dimenziés altere F5-nek.)

3.4. Definicié. Egy K halmazt szegénynek neveziink, ha a dy, ds, ..., dy; vektorok
koziil kevesebb mint kM db esik bele az Ax altérbe.

3.5. Definici6. Egy K halmazt gazdagnak neveziink, ha a dy,ds,...,dys vektorok
koziil tobb mint (1 — k)M esik bele az Ak altérbe.

3.6. Definicié. Egy 1 < 5 < n indexet szegénynek, illetve gazdagnak neveziink, ha
a {j} halmaz szegény, illetve gazdag.

3.7. Definici6é. Egy K halmaz 0-gyarmata: Gyarg(K) = {1 < i < M : (35 €
K)d; ; = 0}, és 1-gyarmata: Gyar;(K)={1<i< M :(3j € K)d;; = 1}.
Tovabba sziikségiink lesz az alabbi definiciora és lemmaéra:
3.8. Definicié. Legyen B = {Bj, Bs, ..., B;} egy multihalmaz, ahol By, By, ...,
t
By tetsz6leges halmazok, és t € N. Ekkor AB = {x € UB;: {i: = € B} =
i=1
1 (mod 2)}.
3.9. Lemma. Legyen n € NT és ¢ € R". Ha a By, By, ..., B, halmazokra teljestil,
hogy minden S C {1,2,... ,n}-re | A{B;:i € S}| <c, akkor | |J Bi| < 2c.
i=1
Bizonyitds. Ha egy x elem a By, By, ..., B, halmazok koziil u-ban van benne, ahol
1 < u < n, akkor azon H C [n] részhalmazok szama, melyekre A{B; : i € H} tar-
talmazza z-et, 2¢~12"~% = 2"~1 (Mivel H-nak az z-et tartalmaz6 halmazok indexei

koziil paratlan sokat kell tartalmaznia, a tébbi index koziil pedig tetszéleges szamut. )
Szamoljuk Gssze azon (H,x) parokat, ahol H C [n] nemiires részhalmaz, és = €

N{B; :i € H}. Az €l6z6 bekezdés alapjan ezen parok szama 27! ‘ U Bi'. Maésrészt
i=1
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viszont minden nemiires H C [n]-re tudjuk, hogy a hozza tartozé szimmetrikus diffe-
rencia mérete kisebb c-nél, ezért a keresett parok szama Gsszesen kisebb ¢(2" — 1)-nél.
Tehat

O

A 3.2. tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy nincs olyan automorfizmmus, mely az M
vektor koziil legalabb kM-et 0-val kezd6débe és legalabb kM-et 1-gyel kezd&dsbe
visz. Ekkor tehat minden nemiires K C {1,2,...,n} halmaz vagy szegény, vagy
gazdag. Speciadlisan minden 1 < j < n index vagy szegény, vagy gazdag: legyen
{s1,82,...,84} aszegény, {91, go, ..., g} pedig a gazdag indexek halmaza.

Minden 1 < j < a-ra legyen S; = {1 <i < M : d;;; = 1}, és minden 1 < j < b-
re legyen G; = {1 < i < M : dy,, = 0}. Be fogjuk latni, hogy az igy kapott
S1,...,84,Gq,...,Gy, halmazok unidja 2kM-nél kevesebb elemet tartalmaz. Ehhez
a 3.9. lemméat fogom hasznalni, ennek hasznalatdhoz pedig az sziikséges, hogy a
halmazok koziil akdrhogyan is valasztunk ki néhanyat, a kivalasztottak szimmetrikus
differencidjanak elemszama kisebb kM-nél.

Ez utobbi allitast a kivalasztott halmazok szama szerinti indukcioval latom be. Ha
csak 0 vagy 1 halmazt valasztunk ki, akkor az allitas trivialis, mert a gazdag, illetve
szegény indexek definicidja alapjan minden S; és minden G; elemszama kisebb kM-
nél. Most véilasszuk ki WLOG az Sy, So, ..., S4, Gy, ..., G, halmazokat, ahol
0<d<a,0<e<bésd+e>2. Haad+edbhalmaz koziil egyet elhagyunk, akkor
az indukcios feltevés miatt a megmaradé halmazok szimmetrikus differenciaja kM-
nél kevesebb elemet tartalmaz. Maga a kimarado6 halmaz is kM-nél kevesebb elemet
tartalmaz. Mivel tetszéleges A, B halmazokra |A A B| < |A| + |B|, ezt hasznalva a
d + e db halmazunk szimmetrikus differencidjanak elemszama 2kM-nél kisebb.

Masrészt pedig ha K = {s1,...,54,91,...,9c}, akkor Sy A - A Sy AGy A --- A
G. vagy megegyezik az {1 < ¢ < M : d; € Ak} halmazzal, vagy pedig annak
komplementerével. (Hogy a két lehet&ség koziil melyik all fenn, az d paritasatol
fiigg.) Mivel a K = {s1,...,54,91,---,9c} halmaz vagy szegény, vagy gazdag, ezért
IS1 A ASgAG A -+ A G| vagy kM-nél kisebb, vagy (1 — k)M-nél nagyobb.
Azt mar lattuk, hogy 2kM-nél kisebb, tehat nem lehet (1 — k) M-nél nagyobb (mert
k< %) Tehat EM-nél kisebb, azaz a kivant allitist belattuk.

Tehét a 3.9. lemma miatt |[S3U---US, UG, U---UG,| < 2kM. Tehat az union
kiviil es6 ¢ indexekre d;s; = 1 és d;;; = 0 minden j-re, vagyis ezekre az i-kre a d;
vektorok mind megegyeznek. Vagyis a vektorok koziil tobb mint (1 — 2k)M mind
azonos. 0

Ezen javitas segitségével a cikk {6 eredményét is meg tudtam javitani:

3.10. Tétel. Az 1.2. probléma dllitisa igaz M < %N esetén.

Bizonyitds. Hasznaljuk az el6z6 beszamoloban ([3]) szerepls 5.1. tételt k =1 =d = 3
és a0 = % paraméterekkel. A (6) feltétel ellendrzéséhez az el6z6 beszamolobeli 3.7.
kovetkezményt hasznaljuk \ = }l—del. ([l
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4. CSUPA KULONBOZO KULONBSEGEK

Abban a specialis esethen, amikor minden megadott d; kiilénbség csupa kiilénb6z6,
belattam, hogy az 1.2. probléma megoldhat6 %N — o(N) db kiilonbségre.

Ehhez el6készitésként a kovetkezd allitést latjuk be. Az allitds a Charbit et al.
cikkében (|2]) talalhato 1. tételnek egyfajta altalanosabb véaltozata, és a bizonyitas
is az ott szerepl6hoz hasonldé modszert hasznal.

4.1. Allitas. Legyenck k > 1 és M > 2%% — 2F egészek, és uy, ..., uy € FY pdron-

ként kilonbozd nemnulla vektorok. Ekkor léteznek olyan ay,...,a € F} linedrisan
fiiggetlen vektorok, melyekre minden cq,...,c;, esetén |dcl7,,.7ck(a1, . ,ak) - QL,CM‘ <

VM1 — 2%“ ahol de, (a1, .. a) = {i:1<i< M (u,a;) =c; V1 < j<k}.

Bizonyitds. Vezessiik be az alabbi jelolést: wu, aq, ..., ar € FY vektorok és ¢y, ..., ¢, € Fy
értékek esetén legyen

) = 1 ha (a;,u) = ¢; minden i-re,
a
oE 0 kiilonben.

Ekkor a fenti allitdsban szerepls d., ., (a1, ..., ax) jelolésre teljesiil ez:

dclv"’ al?'--a chl, ¢ ul,al,... ak)

Most rogzitsiik cq, ..., ¢, € Fqy értékeit, és teklntsuk az alabbi Osszegeket:

S = Z dcl,...,ck(ala“'aak)

ai,...,ap €FY

SQ = Z dcl,...,ck(ala -"7ak)2

at,...,a€FY

El6szor is

a1, ap €F7 i=1

A szummazas sorrendjét megcseréljiik:

M
S = Z Z fcl,...,ck(uiaala“'aak)

=1 ai,...,ap€Fy

Kihasznalva, hogy minden u; nemnulla, tehat az Fj-ben minden u;re 2"~ db
merGleges és 2”71 db nem merGleges vektor létezik:

S = 22” b MN’f

Most szamitsuk ki Sy értékét:

M
SQ = Z chl ..... ck<ui7a1;..., )f01 (u],al,...,ak)

ai,...,ap€FY i,j=1
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M
SQ - Z Z fcl ..... Ck<u’i7a17"'7ak‘)fc1,...,ck(uj7a1a"'7ak)

,j=1ay,...,a €FY

Ha ¢ = j, akkor az ezen esethez tartozo6 tag értéke az el6bbiek alapjan

Z fcl,...,ck(uz’,al,...’ak> — (2n—1)k;.

(l1,...,ak€F§L
Ha pedig @ # j, akkor az u; és u; kiilonb6z6 nemnulla vektorok, igy tetszéleges
¢, c € Fy esetén Fi-ben iN db olyan vektor van, melynek wu;-vel vett skalaris szorzata

¢, és az u;-vel vett skalaris szorzata pedig ¢. Ezért minden a;-re }1]\7 féle valasztasi
lehetGségiink van, vagyis

k
Z fc1,...,ck (uia A1, ..ey ak)fcl,...,ck (Uj, ai, ..., ak) = (_N)

ai,...,ap €FY

Ezek alapjan

1\ 2 A D 11
Z dcly._,,ck(al,...,ak)—ﬂj\/[ :SQ—Q—kMS+N EM =N"M ?_E

ai,...,ap €FY

zt Osszegezzik minden ¢y, ..., ¢ o-re, értelemszerien r az el6z6 érté
Most ezt Gsszegezziik de , oy Cp € Fo-re, értelemszerten ekkor az el6z6 érték
2F_szorosat kapjuk:

1 2 k 1
Z Z dCl,~~~,Ck(a17---aak)_2_kM =N"M 1—?

(ll,...,akGFg C1,...,ckEFa

Ebbdl az kovetkezik, hogy léteznek olyan ay, ..., ar € Fy vektorok, hogy

1 2 1

C1,...,ck€Fa

Emiatt ezen aq, ..., a; € Fj-re minden cy, ..., ¢ € Fy esetén

1 1
dcl’._wk(al, ...,(lk) — ?M S V M 1 — 2_l~c (*)

Annak a belatasa maradt, hogy ay,...,a; € [} linearisan fiiggetlenek. Ha len-
ne kozottiik linearis Osszefiiggés, akkor megadhatoak lennének olyan cy, ..., cp érté-
kek, hogy semmilyen u € Fj-re ne teljesiiljon (u,a;) = ¢; (V1 < i < k). Ekkor
dey,...cr (a1, ..., a) = 0, tehat (*) alapjan oz M < VM 4/1 — 55, melybsl M < 2% — 2%
adodik, ez pedig ellentmond az allitas feltételének. 0
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4.2. Tétel. Létezik olyan a > 0 konstans és ng € N, melyre M < IN — aN®/® és
n > ng esetén az 1.2. probléma dllitdsa igaz, ha minden d; paronként kildnbozd.

Bizonyitds. Adva vannak a dy,ds,...,dy € F} csupa kiilonb6z6 nemnulla kiilonbség-
vektoraink. Nyilvanvaloan feltehet6 M > %N , hiszen kiilonben a 3.10. tétel miatt
készen vagyunk. Rogzitsiink egy 2 < k < %n — 1 egész szamot. Ekkor a 4.1. Allitas
alkalmazhat6 az M db vektorra, mert 22% — 2F < 22 < 3N < M, igy létezik olyan
¢ : F? — F3 vektortér-automorfizmus, amelyre teljesiil, hogy minden s € F% esetén

o(dy), ..., p(dar) koziil legfeljebb oz M + /1 — 5z v/ M db vektornak egyezik meg s-sel

az els6 k koordinataja.
Elegendé az automorfizmussal attranszformalt valtozatot megoldanunk, igy mos-
tantol feltessziik, hogy minden s € Fi-ra a d; vektorok koziil legfeljebb 2ik]\/[ +

v /1= 1 =V M db vektor kezd&dik s-sel.

Most a korabbi beszamoloban ismertetett "haromrészes moho modszert" fogjuk
altalanositani. Az F vektorteret most osszuk a vektorok elsé k koordinatéja alapjan
2% kupacba (igy minden kupacba 2" vektor keriil; minden kupac cimkéje legyen a
benne 1év6 vektorok elss k koordinatdja). Ha r € FY, és r elsé k koordinatija s € F5,
és s # 0, és a,b € Fh-ra teljesiil a — b = s, akkor az a és b indext kupacok kozott van
egy teljes parositas, melyben minden él két végpontja kozti kiilonbség r.

Ha pedig r € F}, és r els6 k koordinatéaja 0, akkor tetszdleges a € Fi-ra az a indext
kupac feloszthato 2"~*~! db parba gy, hogy minden parban a két elem kiilénbsége
r legyen.

Ha a,b € F} és ¢ € N, akkor nevezziik (a, b, ¢) tipusi lépésnek az alabbi folyamatot:
a megadott d; kiillénbségeink koziil ¢ darab olyanhoz, amelyhez még nem rendeltiink
a; és b; vektorokat, és amelynek kezdete a — b € F%, sorban egyesével hozzarendeliink
ilyen a;-t és b;-t tetsz6leges modon agy, hogy a,; kezdete a, b; kezdete pedig b legyen.
Ez a moho folyamat minden esetben elvégezhetd, ha teljesiil az alabbi feltétel:

e a #besetén f, + f, +2c < 277k,
e a = b esetén pedig f, +2c < 2R

ahol (a, b, c) tipusi lépés megkezdése el6tt felhasznalt a kezdetii vektorok szaméat
fa, a bkezdettiekét f, jeloli. (Ez a fenti parositasok hasznalataval lathaté mind a = b,
mind pedig a # b esetén.)

Az F% vektorteret azonositsuk a 2% elemi testtel, és ilyen modon definidljuk az
elemein a szorzast. Legyen g generatora a 2F elemi test multipikativ csoportjanak.
Ekkor F§ = {1, g, ¢%, ...,g2k*2,0}. Legyen 1 < d < 2F — 2 egy konstans, melynek
értékét (k-val egyiitt) szintén majd késGbb rogzitjiik le.

Tegyiik meg az alabbi 1épéseket, felsorolasuk sorrendjében, ahol ¢ szintén késébb
kivalasztand6 konstans:

o~
- Q

e (¢°,9",¢),(9% g% ¢), ... (¢° g% c),

e (g'.9%0), (9" g% ¢), . (9" g™t c),

b (9279376)7(92794’6)77(92’gd+27c)7

o ...

o (072G 0 (¢F R g ) (6 g R ),
° 2"’—d—1 2 —d’c)’( 2k _gq— 1 2k d“,c),...(gzk d—1 ng_Q,c),
[ ]

[ ]

(ng_g,QQk_27C).
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(Ebben a felsorolasban ha valamelyik 1épésnél az adott kezdeti kiilonbségekbdl
mar csak c-nél kevesebb maradt, akkor csak a megmaradé kiilonbségekhez keressiink
vektorpart.)

Minden s € F&-ra az s-sel kezd6d6 kiilonbségeket dc-szer szeretnénk az eljards soran
osszesen felhasznalni, és ha ¢ < 2%, akkor ez mar teljesiil is, kivéve néhany kimarado
kiilénbséget: mivel minden 1 < i < d-re g' — ¢°, ¢! — ¢, g“r2 g% ..., gzk_2—92k_i_2
csupa kiilonboz6 elemei F5-nak, ezért egy adott i-re 28 — i — 1 kiilonféle kiilonbséget
hasznalunk fel (mindegyiket c-szer), igy lesz i-szer ¢ db kimaradé kiilénbség. Osszesen
ha minden 1 < 7 < d-re tekintjitk a dolgot, akkor 42 dh ¢ elembdl allo kimarado
azonos kezdeti kiilonbségcesoport van (melyeket még pluszban fel kell hasznélnunk
ahhoz, hogy minden nemnulla kiilonbségkezdetet pontosan de-szer hasznéaljunk).

Tovabba 0-val kezd6dd kiilonbséget sosem hasznalunk az eljaras soran, igy abbdl
dc kiilonbség kimaradt.

A most kimaradonak tekintett kiilonbségeket hasznaljuk fel a fenti 1épések el6tt az
alabbi modon:

e A (0-val kezd6d¢6 kiilonbségeket mohd mdédon hasznaljuk el tgy, hogy a lehetd
legegyenlSbben osszuk szét ket a 2% db kupac kozott. Ekkor minden kupac-
ban legfeljebb [dﬂ < g,f + 1 db kiilonbséget hasznalunk, melyek kupaconként
legfeljebb dcl + 2 vektort fognak érinteni.

e A tobbi dTH) db ¢ elembdl allo kiilénbségesoportot (minden csoport ele-
mei ugyanazzal a vektorral kezd6dnek) csoportonként hasznaljuk fel moho
modon gy, hogy minden csoport elemeit szétosztjuk a 28! db lehetséges
vektorkezdet—pér kozott a lehetd legegyenl6bben. Minden csoportnal igy leg-
feljebb 5= + 1 db vektort hasznélunk fel minden sorban, tehét az Osszes

csoportot tekintve legfeljebb d+1 (Qkil + 1) darabot.

A fenti plusz parositéasok tehéat dsszesen legfeljebb H := 2k T +2+ (dH) (21@51 + 1)
vektort hasznalnak el minden kupacboél. Nézziik most meg, hogy mi szukséges ahhoz,
hogy a most leirt elGkészits 1épések, és a fenti altalanos lépések is miikodjenek.

Az el6készité moho 1épések miikodéséhez elégséges, ha minden vektorkupacnak
legfeljebb a felét hasznaljuk el ezek alatt, tehat ha H < 2n—F-1

Egy altalanos 1épésnél pedig (mint lattuk), ha az éppen a és b kezdetl kupacok
kozott torténik, elégséges a lépés mikddésehez, ha f, + f + 2¢ < 277k,

Konnyen lathaté, hogy az eljarasunk soran minden lépésben teljesiil, hogy f,+ f,+
2¢ <2H + (2d+ 1)c.

Ezek alapjan tehat elégséges feltétel az egész eljaras miikodésére, hogy 2H + (2d +
1)e < 277F teljesiiljon.

H behelyettesitése utan ez az aldbbi feltételt adja c-re:

N — (d(d+1)+4)
(a4 1)+ o (452 4 d)

Természetesen c-nek egész szamnak kell lennie, igy a lehetd legnagyobb érték, amit
c-nek valaszthatunk (valasszuk is ezt c-nek):

# N — (d(d+1)+4)
(2d + 1)+2£_2( (@+1) +d>
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A modszeriink tehat képes minden olyan felallas megoldasara, ahol mind a 2% db
kezdet legfeljebb dc-szer fordul el6. Nekiink arra kell felkésziilniink, hogy minden

kezdetbdl akéar %M +4/1— %\/M db is lehet, tehat a modszer akkor mikodik, ha

1 1
M+ [1— VAL < de (+)

Legyen d = [2"/%] és k = [in].

Ekkor belatjuk, hogy (x) valoban teljesiilni fog elég nagy n esetén, ha M < %N —
aN®/6 valamilyen a > 0 konstansra.

Tudjuk, hogy

5N — (d(d+1) +4)

€2 d(d+1 -1
24+ 1) + 5ty (452 + d)
tehat
2 kd — (d3® + d? + 4d)
¢ = ie a3y ¢
2d+ 1+ 57 (5% + 3d)
Elég tehat belatni, hogy
2t (&t dd) 1 [T
2d+ 1+ 5 (3d + 2d) — 2k ok
azZaz
2nd — 2 (d3 + d? + 4d
(4 +4d) oy a4 /22— on /Il ()

2d + 1+ 5= (342 + 3d)

Tudjuk, hogy M < LN — aN%6, és ebb¢l adodéan VM < /IN —aN¥/6 <
1Loal/2 1 1/3
TEN/ — %GN/ . )

Tovabba /22 — 2k < 2% < 237 tehat (sx) jobb oldalanak értéke legfeljebb N —

3 k 1 on 1 50 1 2,

aNe +28/M < 1.2 +(7§—a> 2fn - g 28n,

Masrészt pedig elég nagy n esetén (xx) bal oldalara teljesiil az alabbi egyenlGtlenség-
sorozat:

2d — 28(d® + & +4d) ok g
2d 41+ 5= (542 + 3d)
2nd — 2M(d® + d* + 4d) — M d? — 2%d — 4 (3 + 3dP)
= >
2d 4+ 1+ 5= (342 + 3d) -
26" — 2" — 2K(d3 4 3d2 + 5d) — 2d3 — 64> .

>
- 2d+ 1+ =& -
23"
26m —gn —9k.3g3  9gn _on _ 3. 9gn
Z 21 Z - 2
2d+ 14 p— - 23" 2-26"+9
3

Legyen a = 100 + % Mar csak azt kell belatnunk, hogy
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2£n_2n_%.2%n>1 2n+(1 ) oin L o2
—_ . — —Q . 6 — —Q 3
2.2 49 2 V2 V2
771,_ n_g. 5n 771,_3. n

Itt nagy n-re ‘ 2.;&926 > 2;2%;”19 , igy elég belatni, hogy

2m —3.9m ] 5

> —.2" —100- 28"
2.25"4+9 ~ 2

Ez pedig igaz, mert

7

7 3 7 9 5
26”—5-2”226”—200-2”+§-2”—900-26”
nyilvan teljesiil, ha n elég nagy. ([l
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