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1. Bevezets

A kvantumalgoritmusok torténete a huszadik szdzad masodik felében indult, az eredeti cél a kvantum-
fizikai folyamatok szimulalasa volt. A teriilet absztrakt matematikai alapjait a 90-es években kezdték el
lefektetni, ez id6 tajt alkottak meg egy - a legjobb klasszikus algoritmusnal gyorsabb - keresd, illetve
primfaktorizalo algoritmust. A félév elején az alapvet6 definiciokat, algoritmusokat ismertem meg, ezt
kévetGen pedig kvantum bolyongast hasznalo modszerekkel foglalkoztam. Fékent az [1]-es konyvet hasz-

naltam, hivatkozasként is tébbnyire erre tamaszkodok.

A kvantum szamitasi modellekben az alapegység a qubit, azaz a « |0) + 3|1) alakban el6allo C2-beli
1 0
elemek, ahol [0) = <0>, 1) = <1> és |al? +|B]?> = 1. A 2-qubites rendszernek 4 bézisvektora van:

|0) ®10), |0) ® |1}, |1) ® [0),|]1) ® |1). Az n-qubites rendszert regiszternek nevezziik, ennek értelemszertien
2" bazisvektora van, tehat ag [0) + a1 ]1) + ... + azn_1 |2 — 1) alaki, ahol 2i1 ;|2 = 1.

A regiszterekkel jellemz&en két dolgot lehet csinalni: megmérhetyik, ami lit:z’a(u)n a rendszer egy |j) alla-
potra esik dssze |a;j|? valoszintséggel.

Maésrészt transzformdlhatjuk egy masik qubitbe: matematikailag ez egy unitér (normatart6) matrixszal

0 0 €
¢ = mw/4-re T-vel, ¢ = w-re Z-vel jeloljiik. Egy masik gyakran hasznalt unitér matrix a Hadamard:
1 (1 1

V2 1 -1

0 1 1 0
valo szorzést jelent. A leggyakoribb transzformaciok az alabbiak: X = (1 ), Ry = < > Ezt

1 1 1
25 HIY = 25 10) -

A regiszterek jelolésénél a tenzorszorzast altalaban elhagyjuk: [b1) ® |b2) ® ... ® |bg) = |b1 ... bg), ahol
b; € {0, 1}.

1
1.1. Megjegyzés. H|0) = 7 |0) + 1).

Ha egy regiszter kiilonb6z§ tagjaira egyszerre tobb transzformaciot alkalmazunk, akkor ezeket Gsszet-
enzorszorozzuk. Példaul H |0) ® H |0) = H®?|00).

1.2. Allitas. Ha |i) € {0,1}" egy dllapot, akkor

1 .
HE i) = —= > (=1)"¥|j), (1)
V/213'6{071}"



ahol ® a skaldrszorzast jelili.

1 0 00
. . ) ) 01 00

A leggyakoribb 2-qubites unitér matrix a controlled-not: CNOT = 00 o0 1l
0 010

Ennek a 3-qubites verzioja a CCNOT, vagy az un. Toffoli: ez helybenhagyja a béazisvektorokat, kivéve ha

az els6 két qubit 1-es, mert akkor negélja a harmadikat.

A kvantumszamitastudomanyban nem magatol értet6ds, hogy hogyan adjunk meg egy bemenetet.
Ezt 4n. ordkulumokkal tessziik, amik maguk is unitér transzforméciok. Ennek a legaltalanosabb alakja az
alabbi: Ogp @ |4,b) — |i,z; @ b), leggyakrabban ezt b = 0-val hasznaljuk: O, : |i,0) — |i, z;). Egy masik
lehetséges verzidja az Oy 4 : [i) — (—1)% |4).

1.3. Megjegyzés. A kvantumszamitogépek elkészitésénél felmeril a kérdés, hogy mely unitér transzfor-
mdcickat valdsitsuk meg fizikailag (ezeket kapunak nevezik). Ha az Gsszes 1-qubites unitér mdtrizot és a
CNOT-ot haszndalhatjuk, akkor bdrmely unitér transzformdcidt eld tudjuk dllitani. Ez természetesen tul
sok, ezért kevesebbet szoktak megengedni és ezzel approximdljik az elédllitandd transzformdcidt (a met-
rika mdtriznormdban értendd). Beldthatd, hogy a {CNOT,H,T} kapukkal tetszélegesen jol kozelithetd
barmely U unitér mdtriz. Ugyanez elmondhaté a {H, CCNOT}-rdl [3].

A Kklasszikus programozasban gyakori triikk, hogy egy valtozot lemésolunk, hogy aztéan az értékét
megvizsgalhassuk. A kovetkezd, un. no-cloning tétel lényegében azt mondja, hogy a kvantumban ez

nem miikodik.
1.4. Tétel. Nem létezik olyan 2-qubites A unitér mdtriz, ami |@)|0)-hez |¢) |p)-t rendel.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy van ilyen A : |¢)|0) — |¢)|¢) transzformécio. Ekkor nyilvan
A0)]0) = |0) |0}, illetve A |1)|0) = |1)|1). Nézziikk meg, hogy A mit csinal az ﬁ( 0,0) + |1,0) )-val.
1
\ﬁ(|0,0> +1,1)).
1 1
Masrészt —(10,0) +|1,0) ) = —
(0.0 +11.0) = 5

belemasolja az elsé qubitet. Igy —2(|O> +1]1) ®

Egyrészt a linearitds miatt ez
(10y 4+ |1)) ® |0) . Mivel a masodik qubit 0, ezért A (definici6 szerint)
1
V2

'—S

(10) +11)) = 5(10,0) + 10,1} + [1,0) + |1,1))-et ad

eredményiil, ami kiilénbozik a fentitsl. O

2. Algoritmusok

2.1. Kvantum teleportalas

Tegyiik fel, hogy Alice-nél van egy |¢) = «|0) + 5|1) qubit, ezt akarja Bobhoz eljuttatni. Csak klasszi-
kus csatornat hasznalhatnak, vagyis csak biteket kiildhetnek egymasnak. Az egyiitthatokat természetesen
Alice sem ismeri, és ha megmérné |¢)-t, akkor az Gsszesne valamelyik béazisvektorra. Egy 3-qubites rend-

szerrel fognak dolgozni, A-nal lesz az elsé két qubit, B-nél pedig a harmadik. Ertelmeszertien mindketten



csak a sajat qubitjeikre tudnak hatni. A cél, hogy végs6 soron a B-nél 1év6 qubit megegyezzen a kiindu-
lasi, A-nal 16v6 |¢) qubittel.

1 1
Els6 lépésként a |¢)-t tenzorszorozzak az tn. EPR-parral: |¢) ® E( 00) + [11)) = ﬁ(a |000) +
a |011)+ 5 ]100) + 5 ]111) ) Igy egy 3-qubites rendszert kapnak: ebbdl az els6 két qubit A-nal, a harmadik

pedig B-nél van.

1
Ezt kovetSen A a sajat qubitjeire CNOT-ot alkalmaz: (2000) + o |011) + 3[110) + 3]101) ), majd

V2
pediy £ 14 Tgy 2z 5 (100)(@10)-+ 811)) +103) (@ 11+ 510) + 110) (@ [0) - 511)-+ 112) (1) 510)
allapotot kapjak, aminek a harmadik qubitje B-nél van.

Ezt kovetGen A megmeéri a qubitjeit és az eredményt (vagyis a kapott bazisvektort) megmondja B-nek.
Négy kimenet lehetséges, mindegyik esetben megadjuk, hogy B-nek mit kell csinélnia, hogy a |¢) qubitet
megkapja.

(i) Ha a mérés eredménye |00), akkor B-nél «|0) + 3 |1) van, vagyis éppen az a qubit, ami A-nal volt
kezdetben.

0 1
(ii) Ha |01)-et kapunk, akkor B-nél «|1) + 5]0) van, ezt <1 O) -val beszorozva a kezdeti |¢) qubitet

kapja meg.

1 0
(iii) |10) esetén B-nél «|0) — 5 |1) van, ezesetben ezt ( >—e1 kell beszoroznia.

0
(iv) |11) esetén az «|1) — B ]0)-adhoz pedig ( O) lesz a megfelels valasztas.

2.2. Deutsch-J6zsa probléma

Az alabbi két feladatot ugy kell érteni, hogy az x indexei kettes szamrendszerben vannak irva.
Probléma: Adott egy = € {0,1}" valamilyen N = 2"-re. Feltessziik, hogy z vagy kiegyensiilyozott
N
( > a; =N/ 2) vagy konstans. El kell donteni, hogy a két eset koziil melyik all fenn.
i=1

Algoritmus: A |0™)-bél indulunk, erre H®"O,, + H®"-ot alkalmazunk. Ekkor a rendszer az

1 .
— ) (=1)® ST (=1)*@7 J5) | allapotba keriil (az i ® j skalarszorzasként értendd).
2" ’LE{O,l}"’ jG{O,l}"

1
Vegyiik észre, hogy a |0™) egyiitthatoja on > (=1)*. Ennek az értéke
ie{0, 1}

e 1, ha x azonosan 1,
e -1, ha = azonosan 0,
e 0, ha x kiegyenstlyozott.

Ezért, ha x konstans, akkor a fenti allapotot megmeérve 1 valoszintiséggel a |0™)-t kapjuk. Ha z kiegyen-

salyozott, akkor 1 valészintiséggel egy ettdl kiillonb6z§ bazisvektort kapunk. Tehat a mérés eredménye



pontosan megmondja, hogy a kettd koziil melyik eset all fenn.

2.1. Megjegyzés. Ha olyan klasszikus megolddst kerestiink, ami a kvantumhoz hasonldan csak az egyes
biteket tudja lekérdezni, akkor N/2 4+ 1 kérdést kell feltenniink. Ugyanakkor, a fenti kvantumalgoritmus

O(n) futdsi idejd, vagyis exponencidlisan gyorsabb ennél.

2.3. Simon-féle probléma

Probléma: Legyen N = 2", x = (zo,...,2n-1), ahol ; € {0,1}", azaz x-ben Osszesen n2" bit van. Egy
olyan s € {0,1}"-et keresiink, amire z; = z; <= i = j vagy ¢ = j & s, ahol & a bitenkénti mod 2

Osszeadéast jeloli.

Algoritmus: A [0™0™)-b6l indulunk, el8szor az elsé n qubitre Hadamardot alkalmazunk, majd a mésodik
1
n-esre az O, ordkulumot. Ekkor a rendszer allapota az alabbi: on > i) ;). Ezutan megmeérjiik a
{0,137

1
masodik n-est, igy egy ilyen alakot kapunk: \—ﬁ( i) +|i ® s) ) |z;). Bzt kovetGen az elss n-esre Hadamar-
1 o .
dot alkalmazva kapjuk az alabbit: o < ST (=17 (14 (=1)599) |5) ), majd itt ismét mériink.
" je{o,1}n
Csak olyan [j)-t kaphatunk, aminek nemnulla az egyiitthatoja, azaz s ® j = 0 mod 2.

Az egész algoritmust addig ismételjiik meg, amig egy n — 1 egyenletbdl all6 olyan egyenletrendszert
nem kapunk, ahol a sorok linedrisan fliggetlenek. Belathato, hogy elég O(n) ismétlést végezni, ezutan

pedig csak a lineéris egyenletrendszert kell megoldani.

3. Keresés, bolyongas

3.1. Grover-féle keresSalgoritmus

A szamitastudomanyban nagyon gyakran kell keresést végrehajtanunk, vagyis egy linearisnal gyorsabb
algoritmussal szdmos program futasi idejét felgyorsithatjuk. A lent bemutatott modszer a Grover-

algoritmus, ami négyzetes javitast jelent a klasszikus kereséshez képest.

Probléma: Adott egy x € {0,1}"V vektor, ahol N = 2". Egy olyan i indexet keresiink, amire z; = 1.
Tudjuk, hogy z-nek pontosan ¢ db nemnulla eleme van, itt csak azzal az esettel foglalkozunk, ahol ¢

ismert. Ha x nem 2-hatvany elemt, akkor megtehetjiik, hogy kibgvitjiik megfelel§ szamu 0-val.

Megvalositas: A lényeg, hogy az N-dimenzios térben egyfajta semleges allapotbol indulunk, ami minden
bazisvektorral egyforma szoget zar be. Ezt kezdjiik el forgatni, amig meg nem kozelitjiik az i.bazisvektort:
ekkor megmérve az allapotot nagy valoszintiséggel megkapjuk a keresett indexek egyikét.

Jelolje |G) = — > |j) a "jo allapotokat", |B) = ———= > |j) pedig a "rossz allapotokat". Ezeket

\/1E Jixj=1 V N —t jxj=0

S



N—1
természetesen nem ismerjiik, azt azonban tudjuk, hogy ha az |U) := > |i) és | B) altal bezart szog
i=0

N

5-

t
0, akkor |U) = sin 0 |G) + cos 0 |B) alakban el6all. Itt sing = 4/ N

Formalisabban: A |[0") a kiindul6 allapot, amire H®"-et alkalmazzuk: igy |U)-t kapjuk, ami az &sszes
|N
bazisvektorral ugyanakkora szoget zar be. Erre k = O( t)—szer az alabbi transzformaciot végezziik

el: el6szor Oy 1 (ez a |B)-re valo tiikrozés), majd H®"RH®"-t, ahol R a 0)-re tiikrdzés. Ez utobbi
transzformacio az |U)-ra valo tikrozés.

Figyeljiik meg, hogy k lépés utan sin((2k + 1)) |G) + cos((2k + 1)0) |B)-ben vagyunk. Itt egy mérést
hajtunk végre: annak a valoszintisége, hogy |G)-t kapjuk sin((2k + 1)0)*. A k megvalasztasénal azt sze-
retnénk, hogy ez kozel legyen 1-hez. Ha k éppen T _ 3 lenne, akkor ez a valoszintiség pontosan 1. Ez

46
azonban nem feltétleniil egész: ilyenkor a legkdzelebbi egész értéket kell valasztanunk. Mindkét esetben

k€ O(VN).

Amennyiben ¢-t nem ismerjiik, akkor nem tudjuk, hogy milyen k-t valasszunk. Vegyiik észre, hogy k
fliggvényében a hiba valosziniisége egy periodikus fliggvény, vagyis okosan kell az ismétlésszamot meg-

véalasztani. A fenti algoritmusnak van olyan modositésa, ami ezesetben is megtalal egy keresett indexet

|N
O( t> ismétlésszamban, ezzel azonban nem foglalkoztam.

3.1. Megjegyzés. Konkrét keresési feladat esetén a Grover-féle keresés megualdsitisa azon mailik, hogy
az ordkulumot, vagyis a |B)-re vald tikrézést meg tudjuk-e konstrudlni. Az aldbbi egy olyan példa, ahol

Oy + konnyen elddllithato.

Satisfiability: Legyen ® egy n-valtozos konjuktiv normélforma, olyan i € {0, 1}"-et keresiink, amire
®(i) = 1. Osszesen 2"-féle lehetdségiink van, ezek kozott keresiink: a fenti algoritmust hasznélva ez
O(v/27) idsbe telik.

Ennél a probléménal az O, 4 ordkulumot kénnyen el6 tudjuk allitani: legyen Us : |i,0,0) — |, D(4), w;),
ahol w; egyfajta plusz munkateriilet. Az |i,0,0)-ra Ug-t alkalmazzuk, a méasodik qubitre Z-t (Z |0)-hoz
|0)-t, |1)-hez — |1)-et rendel), majd pedig Uy '-et. Igy a |i,0,0) — (—1)%

meg.

i,0,0) leképezést konstrualtuk

3.2. Kvantum bolyongas

Ebben a részben foként a [2]-es cikk eredményeire, illetve az [1]-es konyv 8.fejezetére tamaszkodok.

A Kklasszikus véletlen bolyongésbol ismert jeloléseket hasznalom: P az dtmenetmatrixot, P* a megfordi-
tott Markov-lanc dtmenetmatrixat, m a stacionarius eloszlast jeloli. Ha Ay az dtmenetmatrix legnagyobb
sajatértéekét, Ao a masodik legnagyobb abszolutértéki sajatértékét jeloli, akkor legyen § = A —|A2| az Gn.
spektralis hézag. Néhany eredményre is tdmaszkodok: egyrészt tudjuk, hogy tetszsleges kezdeti eloszlas-
bél inditva a bolyongast az eloszlasvektor a stacionariushoz tart. Masrészt regularis grafban a stacionéarius

és az egyenletes eloszlas egybeesik.



Legyen X az elemek halmaza, ebbsl néhany meg van jelolve: jelolje ezeket M. Ennek egy elemét
szeretnénk megtalalni. Feltessziik, hogy a jelolt eleme aranyara ismert egy e alsé korlat. Egy kvantum
bolyongasos modszert, az tn. MINRS-algoritmust [5] ismertetem. Mivel a P dtmenetméatrix nem unit-
ér, ezért elkészitjilk ennek a megfelel§jét a W(P) unitér matrixot. A klasszikus véletlen bolyongassal
ellentétben itt nem a csticsokon, hanem az éleken lépkediink, ezért a H = CX*X teret fogjuk vizsgalni.
Legyen M = CMx*X

két alterét:

A= Span{|z) |p.) : « € X}, B = Span {|p;) |y) : y € X}, ahol |p,) = 2 /Py ly), 0}) = /Py )
ye

A fenti alterekre valo tiikrozést jelolje ref(A), illetve ref(B).

a jelolt elemek altere, egy olyan |z, y) élt kereslink, amire 2z € M. Vezessiik be ennek

A W(P) =ref(B)-ref(A) unitér operator felel meg a kvantum bolyongas egy lépésének.

Bolyongasok esetén futasi idG helyett altalaban koltségeket néziink, ehhez vezessiik be a kovetkezs

fogalmakat:

— Setup cost S:a > /7, |z)|0) kezdGallapot felallitasanak koltsége, ahol m a stacionarius eloszlast
zeX
jeloli.

— Update cost U: az aldbbi lépések koltsége:
a) [x)|0) = [z) > \/Pay |y)
yeX
b) 10) ly) — ZX\/p;jx ) |y)
xTE

A W(P) kvantum bolyongas egy lépése 4U + 2 koltséghdl valosithato meg: a ref(A) és a ref(B) is
2U + 1 koltségti.

. l2) ly),  x &M e
— Checking cost C: |z) |y) — megvalositasanak koltsége.

-l2)ly), xeM
A kezd@allapot a |m) = > /7, |x) |pe), végs6 soron pedig egy |u)-hoz kozeli allapotot szeretnénk
zeX
kapni, ahol is |u) az M-re val6 lenormalt vetitést jelenti, vagyis |u) = % S VT ) pe), e = D . Az
zeM

zeEM
algoritmusban a |r)-re valo tiikrozés is megjelenik, nem magatol értetdds, hogy tudunk ilyet konstrualni.

3.2. Tétel. Létezik olyan R(P) transzformdcid, amire R(P) |r) = |7) és R(P) a |w)-re merdleges eleme-
ket (kis hibdval) |7)-re tikrozi.

Ezt felhasznalva az algoritmus a kezd@allapot felallitdsa utan -szor az alabbi transzformaciokat

\/E
végzi el:

1. negélja az olyan |x) |y) bazisvektorokat, ahol x € M,

2. alkalmazza R(P)-t

Végiil pedig megméri az els6 regisztert, és kiadja outputként, ha M-beli. Beléthat() hogy nagyon Kkis
valoszintiséggel kapunk rossz eredményt. Az MNRS-algoritmus 6sszkoltsége S+ — NG < \[ 1og< )U >

Egy tovabbi javitassal a logaritmikus faktor is eltiintethetd, ezt mondja ki az alabbi tétel.



3.3. Tétel. [5] Legyen P egy ergodikus és megfordithaté Markov-ldnc dtmenetmdtriza, € pedig egy alsé
s
xeM ‘

Zﬂ'w

zeX

1 1
ielolt elemet S + — | C + —=U | dsszkéltségen.
g Ve ( Vo ) I

3.2.1. Alkalmazasok:

korldt a ardnyra. Ekkor létezik olyan kvantumalgoritmus, ami nagy valdsziniséggel megtaldl egy

1. Grover-keresés: Legyen egy N cstuicsa teljes grafunk, mindegyik cstucs = egy koordinatajanak felel
meg. Legyen az i. csiics jelolt, ha x; = 1: egy ilyet szeretnénk megtalalni.

1
A teljes graf P atmenetméatrixanak a legnagyobb sajatértéke 1, a méasodik legnagyobb pedig N vagyis

1 t 1
=1—- —. =U=C= i = > _
0=1 N Ezesetben S = U = C = O(1), valamint NN
kapjuk, hogy az 6sszkoltség O(V N).

igy a fenti formulaba behelyettesitve

A kovetkezd két példahoz sziikség lesz egy grafelméleti fogalomra: a J(n,r) Johnson-grdf cstucsai az [n]
r-elemi részhalmazai. Két csiics kbzott pontosan akkor megy él, ha egy cserével megkaphatok egymasbol,

azaz pontosan két elemben kiilonboznek. Ismert, hogy a J(n,r) Johnson-grafban a § spektralis hézag

C] <1> -ben van.
r

2. Matrix-szorzas: Adott A,B,C harom n x n-es matrix, ha AB # C, akkor mutassunk egy (i, j)-t,
amire (AB)%] 7& Ci,j~

Legyen R C [n] egy indexhalmaz, r := |R|, Mg pedig jelolje az M matrix r X n méretd részmatrixat,
ahol az R-nek megfelels sorokat vessziik. Analég modon definialjuk M7 és ME-et is.

Elgszor elkészitjik a J(n,r)-t: az R részhalmazok lesznek a cstcsok, mindegyiknél egytuttal eltaroljuk
ARt Bp-t és CE-t. A J(n,r) grafban akkor lesz egy R cstics megjeldlve, ha Ji,j € R : (AB); ; # C ;.

Rovid szamolas mutatja, hogy ¢ € Q(TQ
n
A kvantum bolyongas koltségei ekkor a kovetkezéek: S = O(rn), U = O(n) és C = 0. Az r = n?/3

valasztassal az Gsszkoltseg O(n5/3) lesz.

3. Haromszog keresése egy grafban: Legyen H egy n cstcsu graf, ebben szeretnénk egy haromszo-
get megtalalni. Az el6z6hoz hasonloan, itt is elkészitjiik J(n,r) grafot, a bolyongést ezen végezziik. Egy
R C{0,1,...,n— 1} csucsot jeloltnek tekintiink, ha tartalmazza a haromszog egyik élét. A Johnson-graf
minden cstcséra eltaroljuk, hogy H mely cstcsai alkotjak.

A setup cost S = (2)7 az update cost U = 2(r — 1), hiszen ugy lépiink &t egy szomszédba, hogy
R-ben egy H-beli csiicsot kidobunk (ilyenkor a t6bbi r — 1 csticesal valo viszonyat toroljiik ki) és a helyére
bevesziink egy masikat (hasonloan, megnézziik, hogy kozte és a tobbi csics kozott megy-e él).

A C checking cost kiszamolasa kicsit komplikaltabb. Egy R csiicsban vagyunk, azt akarjuk eldonteni,
hogy ez tartalmaz-e olyan élet, ami az eredeti H grafban egy haromszog-él. Ha R-t és egy u € V(H)
cstcsot rogzitiink, akkor az alabbi moédon el tudjuk donteni, hogy van-e olyan v,w € R, hogy w,v,w

haromszoget alkot H-ban.



Elsszor is vessziik a J(r, r2/3 ) grafot, aminek minden csticsa egy R’ C R részgrafnak felel meg r’ := r2/3

valasztassal. Ezesetben ¢’ nagysagrendileg r—2/3. Egy R’-t jeloltnek tekintiink, ha vannak olyan v és w

2/3_ Szubrutinként az

cstcsal, amik u-val haromszoget alkotnak. Ekkor a jelolt csticsok ardnya &' ~ r~
R’ csticsokon valo bolyongast hivjuk meg, azaz a J(r, r2/ 3) grafon bolyongunk. Ennek jelen esetben a
kovetkezok lesznek a koltségei: S' = O(r?/3), U’ = O(1) (mert itt csak adott u € V (H)-ra nézziik meg,
hogy haromszoget alkotnak-e az élek), valamint C’ = 0. Tehat rogzitett u-ra és R-re O(r?/3) koltséggel
el tudjuk donteni, hogy R valamely két csicsa és u haromszoget alkot-e. Az Gsszes u € V(H) csticson
Grover-kereséssel végig tudunk menni, amibél kapjuk, hogy C' = O(y/nr?/3).

Igy az 6sszkoltség O (r? + E(\/57“2/3 + r3/2)). Ez O(n'3/19), ha r-et n®/5-nek valasztjuk.
r e

4. Kvantum bonyolultsagelmélet

A fenti algoritmusok utan felmeriil a kérdés, hogy vajon minden probléma felgyorsithato-e. Sajnos nem
ez a helyzet. Megmutatom, hogy a legtobb n-valtozos logikai fliggvény kiszamitasdhoz exponenciélisan
sok kaput kell hasznalni.

Feltessziik, hogy a kapuknak csak egy k elemi halmazéat hasznalhatjuk és 6sszesen C darabot. Tovabba
azt is feltessziik, hogy mindegyik legfeljebb 3 bemenetii és 3 kimenet. Hany fajta hélézatot tudunk ebbdl
késziteni?

Minden kapu esetén eldénthetjiik, hogy milyen fajta legyen: ez k¢ lehet6ség. Egy kapunak 3 kimenete
lehet, ezeket méas kapuk kapjak meg bemenetként: erre (3C)? lehetSségiink van. Mivel dsszesen C' db kapu
lehet, igy azt kapjuk, hogy k€ (3C)3¢ = C(©) db kiilénbozs halozat készithetd.

Egy f : {0,1}" — {0,1} fiiggvénybsl 22" van, egy kvantumhalozat pedig legfeljebb egy ilyen fiiggvényt
tud kiszamolni.

Az 6sszes n-valtozos Boole-fiiggvényt ki szeretnénk szamolni, tehat C9(©) > 22" azaz C > Q <2”1>.

n
Ez azt jelenti, hogy exponencialisan sok kapura van sziikség.

A klasszikus esethez hasonloan a kvantumszamitaselméletben is vannak bonyolultsagi osztalyok. A
BPP-nek a kvantum megfelelGje a BQP, amibe azok a nyelvek tartoznak, amik polinom idében kvan-

tumhalozattal legalabb 2/3 valoszintséggel eldonthetsk .
4.1. Megjegyzés. BPP C BQP.
4.2. Tétel. BQP C PSPACE.

Bizonyitas. Legyen L egy BQP-beli nyelv, x € ¥i. Az L-et felismer6 halozat T' = poly(n) idében
donti el, hogy x € L, S qubiten miikodik, tovabba feltehetjiik, hogy kizartlag Hadamard és Toffoli kaput
hasznél. Az altalanossidg megszoritasa nélkil az is feltehetd, hogy S < 3T, hiszen S > 3T esetén lenne
olyan qubit, amire egyaltalan nem hatunk (ha az sszes kapu Toffoli lenne, az is legfeljebb 3T qubitet
befolyasolna).

A j-edik lépésben alkalmazott unitér transzforméaciot jeldlje Uj, |ig) = |x) ’05_”> pedig legyen a kez-
déallapot. A végs6 UpUr—q - ... - Uy |ig) allapotot jeldlje ¢,. Az |ir) bazisvektor amplitudoja a végs6



allapotban (ir|,) = (ir|Ur ... U, |ig). Vegyiik észre, hogy az U;-k kozé identitasokat beszurva az ered-

mény nem valtozik.

(it} = irlUr( £ i) el JUra (2 |z'T2><¢T2|)UT2...U2(§|z'1><z'1|)U1|x,o>=

ip_1€{0,1}5 ir_2€{0,1}5

> ﬁ (151 Uj lij-1) -

ir—1,..,81 j=1
Az (i;| Uj |ij—1)-et konnyen ki tudjuk szamolni, ezek Gsszeszorzasat, illetve dsszeadasat is el tudjuk végez-

ni polinomiéalis tarban. Feltehetd, hogy a kvantum-halozat valasza (0 vagy 1) az els6é qubit megmérésébdl

adodik. Ekkor az elfogadasi valoszintiség > | {ir|,)|?, ami szintén kiszamolhato polinomidlis tar-
iT:(iT)lzl
ban.

O
4.3. Kovetkezmény. P C BPP C BQP C PSPACE.

Nem ismert, hogy barmely kett6 kozott fennéll-e az egyenléség.
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