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Egyéni kutatémunka 2

Forman Baldzs Attila

1 A Minkowski-térido kauzalis automorfizmusai

Definicié: A térid6 Minkowski-modellje az R?* elldtva a Lorentz szimmetridji
(z,y) = —21y1 — Tay2 — T3Y3 + Tays
bilinedris fiiggvénnyel.
Definicié: Legyen x <y, ha x4 <y4 és (y—x,y—z) > 0.

Ez a részbenrendezése a téridé pontjainak a kauzalitdst hivatott formalizalni: x akkor észleli
késobb torténonek y-t, ha y benne van x jovobeli félfénykupjaban.

Definicié: Egy R* - R?* f bijekcié kauzélis automorfizmus, ha ezt a részbenrendezést megtartja.
T <y esetén az x és y kozti tavolsag fizikai interpretacidja ” Az az id6, amit egy olyan 6ra mér, ami
z-bol y-ba egyenletes sebességgel megy.

Definicié: Egy A:R* — R* linedris leképezés Lorentz-transzformécié, ha (Ax, Ay) = (z,y)
minden z,y € R%-re.

Eszrevehetjiik, hogy az eltolasok és az id6irdnyitast megtarté Lorentz-transzforméaciok kauzalis
automorfizmusok, akércsak a nemnegativ szammal valé szorzasok. Az az Otlet tehat, hogy héatha ki
lehet fejezni minden szimmetridjat a téridének (kauzalitds szempontjabol) ezek kompozicidjaként.
Ezt igazolja nekiink a kovetkezo tétel:

Definicié: 0;(3,1) az id6irdnyitast megtarté Lorentz-transzformdacidk csoportja.

Tétel 1.1 (Zeeman) A teljes kauzdlis automorfizmuscsoport izomorf az R*x(04(3,1)xR) csoporttal.



2 Projektiv reprezentacidk felemelése unitér reprezentaciéova

Definicié: A hulldmfliggvények allapottere egy komplex H Hilbert-teret alkot, ezt a nemnulla
skalarral valé szorzéssal kifaktorizdlva komplex projektiv teret kapunk, amit H = H \ {0}/C*-val
jeloliink.

Definicié: Két hullamfiiggvény dtmeneti valdszintisége legyen:
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Definicié: Az A: H - H leképezés antiunitér, ha
AXtp = NA,
A(p+¢) = Ap + Ay,
(Ao, AY) = (9, 9)).

Jeldlés: U (H)-val jeloljiik az unitér vagy antiunitér leképezések csoportjat, Aut(H), illetve
U(H) legyen a H projektiv térnek az U(H)-beli, illetve U(H )-beli transzformécidk altal indukdlt
kollineacidinak csoportjat.

Tétel 2.1 (Wigner): Az } A
1-U1)->U(H) - Aut(H) - 1
1-U1)->U(H)->U(H)~1
sorozatok egzaktak.

Allitas 2.2 Ha a G Lie-csoport dsszefiggd, akkor barmely T:G — Aut(ﬁ) homomorfizmusra,
T(G) cU(H).

Tétel 2.3 U(H) principdlis nyaldb U(H) felett U(1) struktiracsoporttal.

Tétel 2.4 Ha van egyT:G — U(fI) projektiv reprezentdcionk, akkor ezzel visszahiuzhatjuk a nyaldbot
eqy G csoportra, ami G bévitése U(1)-el. Ha G felbomlik G x U(1)-re, akkor létezik G — G szelés,
ami indukdl egy felemelést G-bél U(H)-ba.

Egy Lie-csoport bovitéseinek izomorfizmia osztalyait egy 1-dimenzids csoporttal a Lie-agebrédk
szintjén a csoport Lie-algebrajanak masodik kohomolégiaja irja le.

Definicié: Jeldlje azon 0 : g x g — R linedris leképezések halmazdst, melyre

G(LE, [y,z]) + e(yv [Z,JL‘D + 9(2, [a:,y]) =0



Z(G,R), és jelolje azon ¢ : g x g — R ferdén szimmetrikus bilinedris leképezések halmazét B(G,R),
melyekre 1étezik £ : g - R lineéris, hogy

¢(z,y) = £([z, y]).
Ekkor H?(g,R) = Z(g,R)/B(g,R).

Tétel 2.5 Minden G osszefiiggd €s egyszeresen 6sszefiiggd Lie csoportra tetszédleges T : G — U(]:I)
felemelhetd, és ha H?*(LG,R) =0, akkor a felemelés vdlaszthaté homomorfizmusnak.

Allitas 2.6 SLy(C) kétrétien fedi SO(3,1)-et.
Tétel 2.7 H?(L(R*x SLy(C),R) =0

Definicié: R*xSLy(C) az irreducibilis reprezentaciéi az elemi relativisztikus szabad részecskék.

Megjegyzés: SU(2) Lie-algebrdjdnak komplexifikéltja éppen sly(C), ezért az utébbi minden
reprezentacidja indukalhaté az el6bbibél.

Megjegyzés: Ha H éppen a Minkowski-téridén értelmezett Schwarz-tér, az LR* x SO(3,1)) =
(1,7, T3, T4, M12, M3, Mag, M14, Moy, M34) Lie-algebranak az elsd 3 eleme felel meg az irdnymenti
lendiiletek, a negyedik a kinetikus energia, az utdna kovetkezd 3 a perdiilet, a tobbi pedig a
relativisztikus perdiilet operatorainak a kanonikus reprezentacional.

3 Kompakt Lie-csoportok reprezentacioi

Definici6: Legyen T a maximadlis térusza egy G kompakt Lie-csoportnak. Ekkor AdT kozos
sajatalterek direkt Gsszegére bontja g-t: Vo @ @, V;, ahol dimV; = 2 minden i > O-ra, és ezeken
a maximalis térusz ¢ eleme 6;(t) szogli forgatdssal hat. Ezeket a T — S! leképezéseket hivjuk
gyokoknek.

Definici6: Szintén gyokoknek hivjuk azokat az aj: LT — R linedris leképezéseket, melyekre
a e LT-re 0;(exp a) = e (¥,

Definicié: Ad N(T') hatdsa T-n a Weyl-csoport. Az a; gyokok mer6leges hipersikjai altal
hatarolt gilak a Weyl-kamrdk c LT

Tétel 3.1 A Weyl-csoport tranzitivan hat a Weyl-kamrdikon, és a gyokdkre merédleges hipersikokra
valo tikrozések generdljdk.

Definici6é: Legyen T a maximélis torusza egy G kompakt Lie-csoportnak, s vagyilik g egy R
reprezentacidjat V-n. Ekkor R(T) megint sajatalterekre bontja V-t, az ezeken vett forgatdsokhoz
tartozé homomorfizmusokat, és a hozzajuk tartozé LT*-beli leképezéseket hivjuk silyoknak.



Megjegyzés: A gyokok az adjungélt reprezentécid sulyai.

Vegylink most egy tetsz6leges bazist LT*-ban! Ez megad egy rendezést LT*-n a béazisban vett
koordinatak lexikografikus rendezésével.

Megjegyzés: Minden reprezentdciénak van egy legnagyobb stlya, ami nincs benne a tobbi
konvex burkaban.

Jeldlés: A komplex reprezentacidk formalis kiilonbségei a tenzorszorzdssal és a direktosszeg-kép-
zéssel gylirlit alkotnak, ezt jeloljik K (G)-vel. A formdlis kiilonbség parok egy ekvivalenciaosztalya,

ahol (p1,p2) = (p3,pa), ha p1 ® ps = p2 @ p3.

Tétel 3.2 Ha G egy kompakt, osszefiiggd csoport, akkor K(G) ~ K(T)w, ahol az utébbi a mazimdlis
torusz azon reprezentdcioi, amelyek a Weyl-csoportra invaridnsak.

Tétel 3.3 Ha G egyszeresen dsszefiiggd is, akkor K(G) polinomgytir.

Definicié: A"V a V n-edik kiils6 hatvanya, ami izomorf a V" — C alterndld lineéris leképezések
terével.

G egy p reprezentéciéja V-n indukél egy AFp reprezentaciét A¥V-n Vk € Z-re.

Tétel 3.4 K(U(n)) a Ap,... A" tp dltal generdlt polinomgyiiri és a A™p-beli véges Laurent-sorok
tenzorszorzata, ahol p az U(n) természetes reprezentdcidja C™-en.

Tétel 3.5 K(SU(n))-t generdljdk A p,... A" Lp, ahol p az SU(n) természetes reprezentdcidja C"-en.
Tétel 3.6 K(Sp(n))-t generdljik Alp,...A"p, ahol p az Sp(n) természetes reprezentdcidja C*"-en.

Tétel 3.7 K(SO(2n+1))-t generdljik A'p,...A"p, ahol p az SO(2n+1) természetes reprezentdcidja
R2n+1 —en.

Tétel 3.8 K(SO(2n))-t generdljik Alp,...A"p, ahol p az SO(2n) természetes reprezentdcidja R*-en.

Erdekes tétel szél arrdl is, hogy hogy lehet meghatarozni egy komplex reprezentaciordl, hogy az
vajon egy valés reprezentaciéo komplexifikaltjaként is eldall-e, vagy hogy kiterjed-e kvaternidk feletti
reprezentaciéva.

Tétel 3.9 Legyen G egy kompakt Lie.csoport, és & eqy p irreducibilis komplex reprezentdcidjdnak
nyoma. FEkkor fcg(g2)dg = 1 vagy 0. Ha 1, akkor a reprezentdcio valds tipusu, ha 0, akkor
onadjungdlt, ha -1, akkor pedig kvaternid tipusi.

Tétel 3.10 K (G x H) ~ K(G) ® K(H).



4 Kvantummechanikai szimmetriak

Legyen H egy kvantummechanikai rendszer Hamilton-operdtora, azaz egy onadjungdlt kompakt
operator egy H Hilbert téren, melynek sajataltér felbontasa H = @,, H,, ahol Hv = E,v minden
v € H,-re, ahol az F,-ek az energiaszintek.

Definicié: A H operatorral felcserélhetd folytonos linedris énadjungélt operatorokat nevezziik
megmaradd mennyiségeknek.

Definicié: Szimmetriatranszformaciénak neveziink egy U unitér operatort, ha UHU* = H.
Tétel 4.1 Ha I megmarado mennyiség, akkor U= eacp(isf), s € R egy szimmetriatranszformdcid.

Tétel 4.2 A megmaradé mennyiségek eqy véges dimenzids rész Lie-algebrdja hiien reprezentdlddik
véges sok H,, unitér csoportjanak Lie-algebrdinak direkt szorzatan. Ha ennek a képét az exponencidlis
leképezésnél lezarjuk ezen Uy -ek direkt szorzatdn belil, egy kompakt Lie-csoportot kapunk, ami hat
H Gsszes sajdtalterén egy véges dimenzids unitér reprezentdcidval.

Megjegyzés: Legyen I az izospin, és Y a hipertoltés. Mérések azt mutatjak, hogy ezek éppen
egy su(2)-t generdlnak, aminek egy Ry reprezentdciéjdban él a proton és a neutron, és egy mésikban
m-mezonok.

5 Harmonikus analizis Lie-csoportokon

Definicié: Legyen G kompakt Lie-csoport és H = L%(G), legyen A\ : G — B(H) Ag)f(t) =
flg™').

Definicié: Legyen m a G Lie-csoport egy irreducibilis komplex reprezentaciéja, és képterének
ortonormalt bézisa (ei,...e,), ekkor ennek a reprezentdcidinak a métrixelemei a (e;, m(g)e;) =
¢:5(g) fiiggvények.

Jeldlés: Legyen G egy kompakt Lie-csoport, ekkor az irreducibilis unitér reprezentécioi ekvivalen-

ciaosztélyainak halmazét jeloljiik G-vel.

Allitas 5.1 Legyen my, és mm két irreducibilis reprezentdcidja a G kompakt Lie csoportnak, és ¢7;
valamint ¢y, ezek mdtrizelemei ekkor

— 1
L 6T = bumdindi——.

dimm,,



Tétel 5.2 (Peter-Weyl) Legyen G egy kompakt Lie-csoport, ekkor

1. G minden irreducibilis unitér reprezentdcioja véges dimenzios,

2. Az @ _ adimgm,

o

. VgeG IneG, hogy w(g) 1,

B

. A madtrizelemek siriek a folytonos figgvények terében (és LP-ben is),

- JeLXG) = IfI3 = Z ey dimall [ F(9)7(9)dgll7 .-

D
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