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Stabil parositds

e G=(SUT,E) péros graf
@ Adott minden v € S-re egy <, rendezés T-n és forditva

@ A feladatunk egy stabil parositas keresése

Definicio

Egy (f,I), f € T,I € S par blokkol6 j-re nézve, ha | >¢ p(f) és
f> ,u(/)

Definicié

Egy u parositas stabil, ha nem tartalmaz blokkolé part.
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Gale-Shapley algoritmus

@ Minden parral nem rendelkezé fil felkéri a preferencialistdja szerint
legjobb, még nem felkért lanyt

@ Minden lany a beérkezett kérdk koziil kivalasztja a legjobbat, a
tobbieket elutasitja

@ Minden lanybdl az aktudlis parjanal rosszabb fitba mutatd éleket
toroljik

o lterdljuk, amig mar nem marad par nélkili fid, vagy minden parnélkiili
fidt mar minden lany elutasitott.

A lanykéré Gale-Shapley fitioptimalis stabil parositast ad

Ha a preferencialistdk szigoriak, akkor minden stabil parositasban
ugyanazon fitknak és lanyoknak van parjuk
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A stabil hozzarendelés probléma

@ Most az egyik oldal csticsaihoz megadunk valamilyen egész kj,
kapacitasokat

@ Olyan hozzirendelést keresiink, ami stabil és elfogadhatd.

Ha a preferencialistdk szigoriak, akkor mindig létezik stabil hozzarendelés,
és ez egy médositott Gale-Shapley algoritmussal linearis idében
megtaldlhaté
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Matching with couples

o Egyik oldalt kérhazak, masik oldalt orvosok

@ Az orvosok kozott lehetnek parok is, kozos preferencialistaval
(4ltaldnosabban 1,2, ..., n méretii ligynokok is)

@ Nem lesz tobbé igaz, hogy mindig |étezik stabil parositas
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Szétvalaszthatatlan modell

o Az ugynokok szétvélaszthatatlanok
@ Az uigynokoknek adott H-n egy szigor( preferencialistdjuk

@ A kérhazaknak az U ligynokok halmazan adott egy szigori rendezésiik

Definicio

Egy (u, h) péar blokkolé p-re nézve , ha h >, p(u), és vagy h telitetlen,
vagy v € u(h) : u>p v.

Definicié

Egy v parositas stabil, ha elfogadhaté és nem tartalmaz blokkold part.
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Léteznek olyan kj kapacitdsok, hogy k, < k; < kj+ (n — 1), amikre nézve
létezik p stabil hozzarendelés, és ez a stabil hozzarendelés a Gale Shapley
algoritmus mddositasdval linedris idoben megtaldlhaté. Tovabba ez a
hozzarendelés ligynokoptimalis.
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Szétvalaszthaté modell, n = 2 eset

@ Orvosok és orvosparok

@ Az orvosoknak adott egy szigori preferencialistdja H'-n

o A parokndl H' x H'-n

@ A kérhazaknak most az egyéneken van rendezése, azaz egy ¢ = (/,f)
par két tagjat nem ugyanannyira szereti

Definicio

Egy (d, h) par blokkol6 i-re nézve, ha h >, u(d) és

d € Choicep(p(h) U d) (ha h # (), ahol Choicep(S)=S legjobb kj orvosa.
Egy (c, h, h") hdrmas (¢ = (¢, ¢r)) blokkol6 i-re nézve, ha

(h,h") >¢ p(c), valamint ¢; € Choicep(pu(h) U ¢;) (ha h #£ () és

cr € Choicep (pu(h') U cr) (ha B # (). (Itt megengedjiik, hogy h = A’
legyen)
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Tétel (Nguyen, Vohra)

Ha a preferencialistak szigortiak, akkor léteznek olyan kj, kapacitasok, hogy
maxpe|kn — k| <2, > kn <> ki < > kn + 4, és amikre nézve mar
létezik stabil hozzarendelés és ez az IR algoritmussal meg is talalhaté.

Scarf Lemma

Legyen @ n X m-es nemnegativ matrix, aminek minden sordban van
nemnulla elem, illetve minden i sornak van egy >; szigoru rendezése
azokon a j oszlopokon, amikre Q; > 0, illetve g € R"}. Ekkor létezik olyan
extrém pontja {x € RT : Qx < g}-nak, ami minden oszlopot dominal
valamelyik sorban, ahol egy x > 0 akkor dominal egy j oszlopot egy i
sorban, ha Q;x = g;, illetve k >; j minden olyan k € {1, ..., m}-re, amire
Qirxkx > 0.
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Egyéni eredmények

Ha minden tigynok és kérhaz preferencialistdja szigort, akkor léteznek
olyan kj kapacitdsok, amikre igaz, hogy

a) |kn — ki) <2n—2Vhe H, illetve Y~ kp <> kj <> kn+2n—1 vagy
b) |kn — k| <2n—1Vh e H, illetve Y~ ky <> ki <> kn+n—1,
amikre nézve mar létezik stabil hozzarendelés és ezt az IR algoritmus
médositasaval meg is lehet talalni.

Tétel

Ha az tigynokok szétvalaszthatatlanok, és a preferencialistak szigoruak,
akkor léteznek olyan kj kapacitasok, amikre igaz, hogy |k, — k| < n—1
Vhe H,illetve >~ kp < > ki < >~ kn+2n—1 és amikre nézve mar létezik
stabil hozzarendelés és ezt az IR algoritmus mddositdsdval meg is lehet
talalni.
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Egyéni eredmények

Allitas

A gyenge, szétvalaszthatatlan esetben létezik olyan példa, ahol az egyéni
kapacitdsokat legaldbb |7 |-el mddositani kell, de minden esetben elég
legfeljebb LgJ—eI.

Az er0sebb szétvdlaszthatatlan esetben |étezik olyan példa, amikor az
egyéni kapacitdsokat legalabb LgJ—eI médositani kell és ez minden esetben
elég is. Ha szabunk barmilyen f(n) osszkapacitaskorlatot, akkor ugyanez
n— l-el.

A szétvdlaszthatd esetben az alsé korlat legaldbb ng de ha
osszkapacitdsvaltozas korlatot is megszabunk, akkor n — 1, illetve minden
esetben tudunk taldlni olyat, ahol az osszkapacitds is korldtozva van és az
egyéni legfeljebb 2n — 2.

Csaji Gergely (ELTE) May 18, 2021 11/14



Stabil szobatars probléma

e Adott egy G = (V, E) gréf, illetve minden v € V csicsra egy >,
preferencialista az 6t tartalmazé éleken.

@ Keresiink egy olyan parositast G-ben, ami stabil, azaz nem tartalmaz
blokkold élt.

Definicid

Egy e = uv él blokkol6 j-re nézve, ha e & i, u >, u(v) és v >, p(u).

@ lrving adott egy algoritmust a problémara, ami polinomidlis idében
eldonti, hogy létezik-e teljes stabil parositds és ha igen, akkor talal
egyet.

@ Tan beldtta, hogy mindig |étezik félegész stabil megoldas, Kirdly és
Pap pedig adott egy (j bizonyitdst erre a Scarf Lemma segitségével.
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Hipergrafos véltozat

o Adott egy H = (V, &) hipergraf,

@ Minden v € V-re adott egy >, szigoru preferencialista az 6t
tartalmazé hiperéleken és egy k, kapacitas.

o Keresiink olyan F C & élhalmazt, ami stabil, azaz egyik cstics sem
[épi 4t a kapacitasat, és nem létezik blokkold él.

Definicié

e € £ blokkol6é F-re nézve, ha e ¢ F és minden v € e vagy nem telitett,
vagy létezik f, € F, hogy v € f, és e >, f,.

Mindig létezik stabil tortmegoldas.
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Egyéni eredmények

Tegyiik fel, hogy minden v csics preferencialistdja szigori és |e| < n
Ve € £. Ekkor léteznek olyan k!, kapacitasok, hogy |k, — k| < n—1
Vv eV, illetve Yk, — | 3] <3k, <> kv + | 5] amikre nézve mar
létezik stabil parositas, tovabba egy ilyen algoritmikusan megtaldlhaté.

Tétel

Tegyiik fel, hogy a stabil k-parositas feladatban minden csiics
preferencialistdja szigorti. Ekkor léteznek olyan k|, kapacitdsok, hogy

lky — k| <1VveV,illetve Y k, <> k|, <> k, + 1 amikre nézve mar
létezik stabil parositas, tovabba egy ilyen algoritmikusan megtaldlhaté.
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