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1 Bevezetés

Az idei kutatémunkdmat a stabil parositdsok és stabil hozzarendelések témakorben
végeztem. Tanulmanyoztam a probléma tobbféle altalanositasat és verzidjat, il-
letve sikeriilt néhény egyszeriibb eredményt elérnem a témaéval kapcsolatban.
A stabil parositds alapprobléméja a kovetkezd: Adott egy G = (SUT, E) péros
graf. A csicsok egyik osztdlyat fidknak a masikat lanyoknak nevezziik. Tovabbd
adott minden v € S-re egy <, rendezés T-n és forditva, ezeket hivjuk preferen-
cialistdknak. Altaldban feltessziik, hogy a preferencialistdk szigortiak. A fela-
datunk egy stabil parositas keresése, ami egy olyan u parositds, ami nem tartal-
maz blokkold part, ahol egy (f,1), f € T,l € S part akkor neveziink blokkolénak
p-re nézve, ha l >¢ p(f) és f >; p(l), azaz ha mindkét tag kélesénosen jobban
jarna, ha lecserélné ra a u-beli parjat. Gale és Shapley belattak, hogy ebben
az esetben mindig 1étezik stabil parositds, és ilyet a kovetkezd egyszerti algorit-
mussal polinomidlis id6ben meg is lehet talalni:

Algoritmus: Minden péarral nem rendelkezd fiu felkéri a preferencialistija sz-
erint legjobb, még nem felkért lanyt. Minden lany a beérkezett kérdk koziil
kivalasztja a legjobbat, a tobbieket elutasitja. Ha a lanynak mar volt parja,
de érkezik egy jobb kéro, akkor lecseréli ra. Végiil minden ldnybdl az aktudlis
parjanal rosszabb fiiba mutaté éleket toroljik, majd iteraljuk az algoritmust,
amig mar nem marad par nélkiili fii, vagy minden parnélkiili fiit mar minden
szamara elfogadhaté lany elutasitott.

Az alapesetben még szamos tovanni érdekes tétel igaz, ezek koziil a legfontosab-
bak:

Tétel 1: Ha a preferencialistik szigoriuak, akkor minden stabil pdrositisban
ugyanazon fiuknak és lanyoknak van pdrjuk.

Tétel 2: A lanykéréd Gale-Shapley fivioptimdlis stabil pdrositdst ad, azaz min-
den fit minden mds stabil pdrositasban legfeljebb ilyen jo pdrt kap, és van aki
szigoruan rosszabbat.

Az egyik elsé természetes kérdés, hogy mi van akkor, ha a preferencialistdak
nem szigoriak. A Gale-Shapley algoritmussal ekkor is tudunk taldlni egy sta-
bil péarositast, azonban ekkor mar nem lesz igaz, hogy minden stabil parositds
ugyanazt a csucshalmazt fedi. Felmeriil az igény, hogy akkor prébaljunk meg



maximélis méretii stabil parositast taldlni, azonban errél mar belathatd, hogy
egy NP-teljes probléma, s6t mar egy 1,1-kozelit6 polinomidlis algoritmus 1étezésébol
is P = NP kovetkezne. Viszont a Gale Shapley algoritmus egy mddositasaval
(pirospontos Gale-Shapley algoritmus) tudunk taldlni linedris idében egy 1,5-
kozelité megoldast.

2 A stabil hozzarendelés probléma és altalanositasai

A probléma elsé kiterjesztése a kovetkezd: Most az egyik oldal csucsaihoz (ezeket
fogjuk kérhazaknak nevezni, és h € H-val jel6lni, a masik oldal csticsait orvosok-
nak) megadunk valamilyen egész kj, kapacitdsokat is, és olyan hozzarendelést
keresiink, ami stabil és elfogadhaté. Az elfogadhato itt azt jelenti, hogy minden
koérhazhoz legfeljebb kj, orvost rendeliink, és minden orvost legfeljebb 1 helyre
vessziink fel. A stabilitds itt is hasonléan azt jelenti, hogy nincs blokkold pér,
azaz olyan (d, h) par, hogy h >4 p(d) és h vagy nem telitett, vagy létezik d’' €
p(h), hogy d >, d’. Kénnytl beldtni, hogy mindig létezik stabil hozzdsrendelés,
ha a preferencialistak szigoruak, illetve tudunk is ilyet linedris idében talalni a
Gale-Shapley algoritmus kovetkez6 mddositasaval: Most az orvosok kérik fel a
kérhazakat minden korben, és a kérhazak az aktualis kérok koziil most a legjobb
k-t fogadjak el, és csak a tobbit utasitjék el.

A feladatot persze még mindig joval tovabb altalanosithatjuk. Az els6 ilyen,
amit a félév sordn megvizsgdltam az az eset, amikor a stabil hozzdrendelés
probléméaban az orvosok oldalan megengediink parokat is, vagy még dltaldnosabban
1, ..., n méretl tigynokoket, ahol ezeknek az tigynokoknek egyiittes preferencial-
istaja van. Itt alapvetéen kétféle modellel taldlkoztam a szakirodalomban.

Els6 modell: Az iigynokok szétvalaszthatatlanok

I) eset: Gyenge modell:

Ezzel az 2] cikk foglalkozik. A modell itt a kovetkez6. Szintén adott egy G paros
graf, az egyik oldalt nevezziik ligynokoknek (itt egy ligynok egy k-tagi csopor-
tot is jelolhet), a mésikat kérhazaknak (/cégeknek). Minden h € H kérhdzhoz
adott egy kp, kapacitds, illetve minden iigyndknek van egy |u| € N mérete. A
hozzarendelés soran feltessziik, hogy az tigynokok szétvalaszthatatlanok, azaz
egy ugynokot vagy teljesen fel kell venni, vagy egyéltalan nem. Szemléletesen,
példéul ha egy hazasparunk van, akkor lehet, hogy csak akkor fogadnak el egy
munkahelyet, ha mindkettejiiket felveszik. Ebben a modellben az {igyntkoknek
adott H-n egy szigoru preferencialistdjuk, mig a koérhazaknak az U iigynokok
halmazan adott egy szigort rendezésiik (nem az tigynokok tagjain). A blokkold
parok ebben a modellben a kévetkezok:

Def: Egy (u, h) par blokkold p-re nézve , ha h >, u(u) és u C Choicep(pu(h)Uu),
ahol Choicep,(S)-t ugy kapjuk, hogy az S-beli tigynokdket a h-beli preferencia-
sorrendjiik szerint elkezdjiik felvenni, amig a kovetkez6vel mar a kapacitds felé
lépnénk.

Mar ebben a modellben sem lesz mindig stabil parositas, azonban amikor igen,



akkor a cikk algoritmusa képes is taldlni egyet.

II) eset: Erds modell

Errél Dean [1] cikke {r. A modell majdnem ugyanaz, mint az el6bb, mindossze
a blokkolds (és igy a stabilitas) fogalmat médositjuk a kovetkezSképpen:

Def: Egy (u,h) par blokkold p-re nézve , ha h >, p(u), és vagy h telitetlen,
vagy Jv € p(h) : u > v.

Ez egy erésebb blokkolasi fogalom, itt egy n méretii tigynok akkor is blokkolhat
h-nal, ha ott csak egy 1 méretli rosszabb iigynok van nala. Nyilvanvaléan egy
eszerint stabil parositas a gyenge modell szerint is az, de forditva ez nem igaz.
A cikkben bebizonyitottdk, hogy a Gale Shapley algoritmust médositva tudunk
talalni olyan kapacitasokat, amik az eredetinél legfeljebb n — 1-el nagyobbak,
és mindig legalabb akkordk mint az eredeti, és amikre nézve mar létezik stabil
pérositas. Azaz

Tétel: Léteznek olyan kj, kapacitdsok, hogy ky, < k;, < kp+(n—1), amikre nézve
létezik p stabil hozzdrendelés, és ez a stabil hozzdrendelés a Gale Shapley algo-
ritmus modositdsdval linedris idében megtaldlhato. Tovdbbd ez a hozzdrendelés
tugynokoptimalis.

Az emlitett médositas annyibdl 11, hogy amikor (a fidk szerepében) az ligynokok
felkérik a preferencialistajukon a kévetkezd korhazat, akkor a kérhaz mindenkit
elfogad, majd a legjobbtdl kezdve akkor tartja meg az ligynokoket, amig a ka-
pacitdsét az adott ligynok megtartdsa még legfeljebb (n—1)-el névelné, kiilonben
elutasitja.

Masodik modell: Az iigynokok szétvalaszthatéak

Ez egy joval altalanosabb és ennélfogva bonyolultabb modell. Errél Nguyen és
Vohra [6] cikkében olvastam. Ezen cikk algoritmusa inspirédlta az elért eredményeim
nagyrészét is.

Az egyik oldal itt is a kérhazaké, akiknek szintén adott egy kj, egész kapacitasa
és egy szigoru preferencialistdja az iigynokok tagjain. A masik oldalon vannak
az igynokok. A cikk csak azzal az esettel foglalkozik, amikor n=2, azaz csak or-
vosok és orvosparok vannak. Az orvosoknak adott egy szigoru preferencialistaja
H'-n, (ahol H' = H U a kérhdzak és a munkanélkiili opcié halmaza), mig a
parokndl H' x H'-n. Egy pér két tagjat most felvehetjiik két kiilon helyre is. A
blokkolés fogalmét itt a kovetkezoképpen definialjuk:

Def: a) Egy (d, h) pér blokkold p-re nézve, ha h >4 p(d) és d € Choicep,(p(h)Ud)
(ha h # 0), ahol Choicep,(S)=S legjobb kj, orvosa.

b) (c,h,h') (¢ = (c,¢f)) blokkold p-re nézve, ha (h,h') >. p(c), valamint
¢ € Choicep(pu(h) U ) (ha h # 0) és ¢y € Choicep (u(h') Ucy) (ha h' # ().
(Itt megengedjiik, hogy h = b’ legyen).

Megj: Ha h = &/, akkor a blokkoldst definidlhatnénk gy is, hogy (c, h, h) akkor
blokkol, ha (h, h) >. p(c) és {c1, ¢y} C Choicep(pu(h) U{c, cr}), azaz ha h a par
mindkét tagjat felvenné. Ezzel egy gyengébb blokkoldsi fogalomhoz jutunk, de
Nguyen-ék algoritmusa (a tovédbbiakban IR algoritmus) az erdsebb definiciéra
is miitkodik.

Stabil parositas ennél a modellnél sem 1étezik fetétlentil, viszont a cikk f6 eredménye



egy olyan algoritmus, mely taldl olyan kapacitasokat, amik legfeljebb 2-vel
térnek el az eredetitol, és ezekre nézve egy stabil parositdst. Pontosabban
kiomondva:

Tétel: Ha a preferencialistdk szigortak, akkor léteznek olyan kj kapacitésok,
hogy maznemlkn — k| < 2, Dk < Y kj, < > kp + 4, és amikre nézve mar
létezik stabil hozzarendelés és ez az IR algoritmussal meg is talalhato.

A cikk algoritmusa a Scarf Lemman alapszik, melynek a cikkben haszndlt verzidja
a kovetkezo:

Lemma (Scarf): Legyen Q nxm-es nemnegativ mdtriz, aminek minden sordban
van nemnulla elem, illetve minden i sornak van eqy >; szigoru rendezése azokon
a j oszlopokon, amikre Q;; > 0, illetve ¢ € RY . Ekkor létezik olyan extrém pon-
tja {x € R : Qx < q}-nak, ami minden oszlopot domindl valamelyik sorban,
ahol eqy x > 0 akkor domindl egqy j oszlopot egy i sorban, ha Q;x = q;, illetve
J <; k minden olyan k € {1,...,m}-re, amire Q;rxi > 0.

Az IR algoritmus a kovetkezOképpen miikodik: El6szor is definidlunk egy megfelel
@ méatixot. Legyenek a sorok a korhazak, az egyéni orvosok, illetve a péarok, az
oszlopok pedig a lehetséges koalicidk, azaz (d, h), (c, b, h')-k. Q;; legyen 1, ha
i eleme a j. koaliciénak (kivéve (c, h, h)-nal h sordba 2-t irunk), és 0 kiilénben.
Azaz a kovetkez6 rendszernek keressiik nemnegativ egész, domindns megolddséat:
2aet T(d,h) T2 ce 2 Zoprsn(T(ehh) T (e m) T D ce p2 20 (e ) < kn Vh € H
ZhGH Z(d,h) <1Vde D!

b/ eH T(c,h,h!) <1Vce D?
A Scarf Lemma alapjan tudjuk, hogy létezik nemnegativ tort x dominans megoldas,
mivel a rendszer kielégiti a Scarf-Lemma feltételeit, illetve ezt a Scarf altal
megadott algoritmussal meg is lehet talalni. Ezutan ebbdl a tértmegoldasbol
kerekitiink ki iigyesen egy T egész megolddst, ami a k' = Q yT kapacitasvektorra
nézve szintén domindns lesz. Az hogy az 1j kapacitasvektorok ne térjenek el
nagyon az eredetitol tgy tudjuk elérni, hogy csak olyan sorokat moédositunk
az algoritmus sordn @-ban (pontosabban torliink), amikre Qn([z] — |z]) kicsi.
Az 6sszkapacitdskorlatot pedig egy Gsszkapacitaskorlat sor bevezetésével tudjuk
biztositani, amit szintén csak specialis koriilmények kozott torlink.
Egy maésik cikkben [7] Nguyen és Vohra arra az esetre is kidolgozott egy hasonld
algoritmust a Scarf Lemmara alapozva, amikor csak egyfés tigynokok, azaz or-
vosok vannak, de az orvosok kozt tobbféle tipus is eléfordul, és a kérhazaknak
meg vannnak szabva valamilyen korlatok arra, hogy legalabb és legfeljebb mekkora
aranyban kell adott tipust doktorokat felvennitik.

2.1 Egyéni eredmények

A témakorben a kovetkezé egyszeriibb eredményekre és észrevételekre jutottam:
El6szor is azt vizsgdltam meg, hogy az IR algoritmust kicsit moédositva az
altaldnos esetre (amikor parok helyett mér n méretii iigynokok is vannak),
milyen eredményeket lehet elérni. Arra jutottam, hogy a szétvalaszthatd es-
etben (amikor tehat egy w ligynok tagjait tobb helyre is fel lehet venni, illetve



H'x H'x...x H'-n van adva egy szigort preferencialistdjuk) a kovetkezd lesz igaz:

Tétel: Ha minden tgynok és korhdz preferencialistdja szigori, akkor léteznek
olyan kj}, kapacitdsok, amikre igaz, hogy

a) |k — k| <2n—2Vh e H, illetve Yk, <> kj, <> kp+2n—1 vagy

b) |kn —kj| <2n—1Vh e H, illetve Yk <Y kj <> kp+n—1,

amikre nézve mar létezik stabil hozzdarendelés és ezt az IR algoritmus modositasdval
meg is lehet taldlni.

Nguyen és Vohra [5] is megvizsgdlta ezt az esetet, azonban még egy korabbi
cikkben, amikor még az algoritmus kevésbé volt finomhangolva, igy ott egy
rosszabb korlatot kaptak, féleg az sszkapacitasra (2n?+n—1). Ezutdn megvizsgdltam,
hogy a szigortibb, szétvalaszthatatlanos modellre lehet-e esetleg az dltalanosnél

jobb eredményeket elérni, és arra jutottam, hogy igen, méghozza:

Tétel: Ha az tigyndkok szétvdlaszthatatlanok, és a preferencialistdk szigoriak,
akkor léteznek olyan kj, kapacitdsok, amikre igaz, hogy |ky —kj,| <n—1Vh € H,
illetve D" ky, < >k, < > kn 4+ 2n — 1 és amikre nézve mdr létezik stabil
hozzdrendelés és ezt az IR algoritmus maodositdsdval meg is lehet taldlni.

Konnyti meggondolni, hogyha a kapacitasokat el0szor {gJ—vel csokkentve, majd
a 0-va valt kapacitasi kérhézakat kidobva, majd a mddositott Gale-Shapley
algoritmus ezekre futtatva egy olyan stabil parositdst kapunk, ahol az egyéni
kapacitasvaltozasok legfeljebb L%J—ek. Ez jobb, mint az el6z6 korlat, viszont

itt nincs korlat az Osszkapacitasvaltozasra. Ijgyhogy megvizsgaltam, hogy az
Osszkapacitasvaltozas korlatozdsa mennyire befolyasolja azt, hogy az egyéninek
mennyinek kell lennie, és arra jutottam, hogy ha bérmilyen f(n) korldtot is
szabunk az Osszkapacitasvaltozasra, akkor az egyéni kapacitdsokat bizonyos es-

etekben mar n — 1-el is kénytelenek vagyunk megvaltoztatni, azaz a médositott

IR algoritmus ilyen értelemben optimalis eredményt ad, mivel az az 6sszkapacitasvaltozast
is korlatozza.

Végiil megvizsgdltam, hogy a fent emlitett egyes modellekben milyen alsé és
fels6 korlatokat tudunk adni a minimialis sziikséges egyéni-kapacitdasvaltozésra,
hogy legyen stabil megoldas. Itt a kdvetkezékre jutottam:

Allitas: A gyenge, szétvdlaszthatatlan esetben létezik olyan példa, ahol az eqyéni
kapacitdsokat legaldbb L%J -el modositani kell, de minden esetben elég legfeljebb
L%J -el.

Az erdsebb szétvdlaszthatatlan esetben létezik olyan példa, amikor az eqyéni ka-
pacitasokat legaldbb L%J -el maodositani kell és ez minden esetben elég is. Ha
szabunk osszkapacitdskorldtot, akkor ugyanez n — 1-el.

A szétvdlaszthato esetben az also korldt legaldabb L%J , de ha dsszkapacitdsvaltozds
korldtot is megszabunk, akkor n— 1, illetve minden esetben tudunk taldlni olyat,
ahol az osszkapacitds is korldtozva van €s az eqyéni legfeljebb 2n — 2.



A fels6 korlatokat a fent emlitett algoritmusok adjak, mig az alsé korlatokat
egyszerl ellenpéldak konstrualdsdval lattam be.

3 Stabil szobatars probléma és altalanositasa

Az eredeti stabil parositds problémaban paros grafunk volt, azonban a feladat
nem paros grafokra is konnyedén kiterjeszthetd, igy kapjuk a stabi szobatars
problémét. Ez tehdt a kovetkezd: Adott egy G = (V, E) gréf, illetve minden
v € V csucsra egy >, preferencialista az 6t tartalmazé éleken. Kerestink egy
olyan pérositdst G-ben, ami stabil, azaz nem tartalmaz blokkol6 élt.

Def Egy e = uv él blokkold p-re nézve, ha e ¢ u, e >, u(v) (vagy v telitetlen)
és e >, u(u) (vagy u telitetlen).

Természetesen nem mindig létezik stabil parositds. Eldszor Irving [3] adott egy
algoritmust a problémadra, ami polinomidlis idében eldonti, hogy létezik-e teljes
stabil parositas és ha igen, akkor taldl egyet.

Tan [8] beldtta, hogy mindig 1étezik félegész stabil megoldds, Kirdly és Pap [4]
pedig adott egy Uj bizonyitast erre a Scarf Lemma segitségével.

A stabil szobatérs probléma dltaldnosithaté hipergréfokra is a kovetkezoképpen:
Adott egy H = (V, &) hipergraf, illetve minden v € V-re egy >, preferencial-
ista az 6t tartalmazo6 hiperéleken és egy k, kapacitds. Keresiink olyan F C &
élhalmazt, ami stabil, azaz egyik csics sem 1épi at a kapacitasat, és nem létezik
blokkolé él.

Def e € & blokkols F-re nézve, ha e ¢ F és minden v € e vagy nem telitett,
vagy létezik f, € F, hogy v € f, és e >, fo.

A feladat LP formulécidja a kdvetkezo:

YoewceTe ky Yo eV

0<z., <1Veef&

Ennek keressiik egy stabil egész megoldésat.

3.1 Egyéni eredmények:

A témavezetém javaslatara megvizsgaltam, hogy a stabil szobatédrs probléma
altalanositasaban is lehet-e a Scarf Lemma segitségével olyan megoldast taldlni,
ahol a csicsok kapacitasait csak kicsit kell valtoztatni. Az elészor is konnyen
latszik, hogy ha vessziik @ = (’?) matrixot, ahol A a hipergraf incidenciamatrixa,
I pedig az |E| x |E]-es egységmatrix, ¢ = (I;), akkor a {Qz < ¢,z > 0} poliéder
megoldasai épp az elfogadhaté megoldasok, és mivel a poliéder teljesiti a Scarf-
Lemma feltételeit, igy tudunk taldlni egy stabil tortmegoldast. Ezt az IR al-
goritmushoz hasonléan kikerekitve tudunk taldlni egész stabil parositasokat is.
Pontosabban az alabbi tételt sikeriilt belatni:

Tétel: Tegyiik fel, hogy minden v csics preferencialistdja szigori és |e] < n
Ve € . FEkkor léteznek olyan k. kapacitdsok, hogy |k, — k| <n—1VYv eV, i-
letve Y ky—| 2| < Y ki, <3 ky+| 2| amikre nézve mdr létezik stabil pdrositds,



tovdbbad eqy ilyen algoritmikusan megtaldlhato.

Mivel n = 2-re ez a probléma éppen a stabil k-parositas probléma, igy egybol
kovetkezik az alabbi tétel is:

Tétel: Tegyik fel, hogy a stabil k-pdrositds feladatban minden csucs prefer-
encialistdja szigori. Ekkor léteznek olyan k. kapacitdsok, hogy |k, — kl| < 1
Yo € V, dlletve Yk, < > kI < > ky + 1 amikre nézve mdr létezik stabil
pdrositds, tovabbd egy ilyen algoritmikusan megtaldlhato.
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