Alacsony rangu elliptikus gorbék

Csahok Timea

Témavezets: Zabradi Gergely
1 Bevezetés

Az el6z6 félévben kezdtem el az algebrai gorbék témakorével foglalkozni, az egyéni kutatémunka
1 targy keretében, akkor f6leg a témaval ismerkedve, egy jegyzetet feldolgozva. Ebben a félévben
témavezetém, Zabradi Gergely egyik kutatasi témajaba tudtam bekapcsolodni, amely altal még
tovabb tudtam mélyiteni a tudasomat az elliptikus gorbék, az algebrai szamelmélet, valamint

az algebrai geometria témakorében.

2 A probléma ismertetése

Legyen E egy elliptikus gorbe Q felett, amelyen nincs komplex szorzés, p pedig egy olyan prim,
amelyre F-nek van jo kozonséges redukcioja modulo p. Jelolje F., = Q(FE[p>]) a p-hatvanyrendi

osztopontok altal generalt testet. Ekkor a Serre-féle nyilt leképezés tétel a kovetkezst mondja:

2.1. Tétel (Serre nyilt leképezés). Ebben az esetben G = Gal(F./Q) véges indextd részcsoportja
GLy(Zy)-nek.

A p"-edik Selmer-csoportok alapjan értelmezhetjiik £ p*>-Selmer csoportjat is, legyen

Sel(E/F) = lim  Sel,.(E/F).

Q<F<Fs
F véges
n—00

2.2. Definicié. Ha G kompakt p-adikus Lie-csoport, akkor a hozza tartoz6 Iwasawa-algebra

Lp(|G] = lim  Zy[G/N].

N<G
véges indexti,
nyilt



Legyen X a Sel,~(E/Fy) Pontryagin-duélisa, vagyis
X = Homy(Sely« (E/Fy), Q/Z),
ez egy modulus a Z,[[G]] Iwasawa-algebra folott.

2.3. Sejtés. Semely nemnulla v € X elem annulldtordban sincs p-vel nem oszthato centrum-

eleme Z,[|G]]-nek.

Ez a sejtés minden E gorbére vonatkozik, azonban egyetlen E sem ismert, amelyre igazoltan
teljesiil, igy az els6 célunk az, hogy talaljunk egy ilyen E' gorbét. Ennek a sejtésnek az igazolasa
vagy cafolasa esetén is kdvetkeztetéseket lehet levonni ' Mordell-Weil rangjénak aszimptotikus
viselkedésérdl az I, toronyban.

Coates [3] cikkében a konkrét £ = X;(11) gorbével foglalkozik, itt a 7.10-es allitas a leg-
fontosabb. A [2] cikkben sikeriilt ezt az allitast altalanosabban kimondani, amelynek a 6.3-as
kovetkezménye szerint elég olyan E gorbét talalni, amelyre a korosztési test folott még trivialis

a p>°-Selmer, valamint a P, primhalmaz 1 elemi, ahol
P, = {l prim | elagazasi indexe oo az F, bdvitésben és a redukci6é hasad6 multiplikativ}.

Az [1] cikk szerint viszont ezeket a feltételeket teljesité gorbe nem létezik p > 5 esetén,
tehat érdemes a p = 3 esettel foglalkozni. Itt ugyan nincs igazolva a [2] cikk 6.2-as tétele, de

valoszind, hogy ebben az esetben is igaz.

3 Weil-parositas

Ez a rész a [4] konyv 8. fejezetén alapszik. Legyen n > 2 egész, p = char K. Egy X € E pont
képét a divizor-osztalycsoportban (X)-szel fogjuk jelolni. Ha T € E[m| m-edrendi elem, akkor

létezik egy T" pont, amelyre mT’ = T. Legyen g egy olyan fiiggvény, aminek a divizorja

divg= > (I'+R)—(R).
ReE[m]
Ha 7g-sel jeloljiikk az S € E[m] elemmel valo eltolast, akkor

div(gors) = > (I'+R+S) - (R+S) =divg,

ReE[m]



vagyis g és g o 7g divizorjai megegyeznek, vagyis e,,(S,T) = (g o 75)/g = p konstans. Innen in-
dukcioval adodik, hogy goTh = u'g, és mivel 75 = 1, {gy azt kaptuk, hogy u m-edik egységgyok,
vagyis

em : Elm| X E[m] = pm
Weil-péarositas.

3.1. Allitas. A Weil-pdrositds bilinedris, alterndld, nemelfajuld, Galois-invaridns, kompatibilis

bilinedris forma.

3.2. Tétel (Néron-Ogg-Safarevics-kritérium). Legyen K lokdlis test, p = char K. Ekkor egy

K(E[PT),

I # p prim pontosan akkor dgazik el a i bovités felett, ha E modulo | redukcidja

nem jo.

3.3. Megjegyzés. A Weil-parositasbol kapjuk, hogy p mindig elagazik.

4 Az a bizonyos gorbe

Most tehat a p = 3 esettel foglalkozunk és a Q(1/—3) test feletti gorbék kérében vizsgalodunk.
Tehat a keresett gérbére mindenképp igaz, hogy pontosan egy prim van, ahol a redukcidja
hasad6 multiplikativ, ez azzal ekvivalens, hogy a gorbe konduktora primhatvany (és ez a prim
nem a 3). Az LMFDB adatbazis (The L-functions and Modular Forms Database) segitségével
73 konduktorral taldltam 8 darab ilyen gorbét, a legfeljebb 400 konduktoriak kozott nincs is
tobb az adatbéazis szerint. Ezt mindenképp fontos megjegyezni, még késébb vissza fogunk ra
térni.

Igy vizsgalodasunk f6 targya ezenttl az E : 4> + (a + 1) zy +y = 2° + 2% gérbe a Q(v/—3)
test felett, ahol a az els6 primitiv hatodik egységgyok.

A £6 kérdésiink az, hogy ha G = Gal (Q<\/—_3>(E [3°°])/Q( \/_—3)) C GLy(Zs), akkor G =-
ben van-e harmadrendd elem?

Legyen Gy = Gal (Q(\/__S)(E [9])/(@( \/_—3)) Ha Gg-ben van olyan elem, amely modulo 9
kongruens egy harmadrendii elemmel G Ly (Zs3)-ben, akkor G-ben mindenképp van harmadrendi
elem, igy az a célunk, hogy ezt a kérdést megvalaszoljuk. Ehhez legyen Ky Q(y/—3)-nak E[9]-cel
valo bévitése, Ey pedig az E gorbe Ky felett, ekkor Fy torzidesoportja szolgaltat nekiink majd

informaciot.


http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/2.0.3.1/

A GLy(Zs)-beli harmadrendii elemekrél tudjuk, hogy a determinansuk 1 (a Weil-parositas

miatt), valamint hogy a nyomuk —1 (hiszen a két sajatérték pont a primitiv harmadik egység-

-2 -1
gyokok), ilyen példaul a matrix és konjugaltjai.
3 1

5 Szamitasok

A konkrét gorbére vonatkozé szamitasokat a Magma rendszerben végeztem. A végss cél a gor-
be kilencendrendii (komplex) pontjainak meghatéarozasa, elészor azonban a harmadrendteket

hataroztam meg.

5.1. Allitas. [3] A y* = 2® + A2® + Bz + C egyenletii gorbe harmadrendd pontjai pontosan
azok, amelyek x-koordindtdja teljesiti az 3x* + 4x® + 6Bx? + 12Cx + 4AC — B% = 0 egyenletet,

valamint az origo.

5.2. Allitas. Az E : Y24+ a1 XY 4+ a3Y = X% 4+ au X2 + au X + ag gorbét a kovetkezdképpen
tudjuk y? = x® + Ax? + Bx + C alakra hozni:

2 ajas 2

A:ag—l——, B:a4+T C:CLG—F%.

Az dtalakitdst visszafelé a koordindtdk kozott pedig X = x ésY =y — % — 4 adja mey.

Ennek az éllitasnak a mésodik fele megmutatja nekiink, hogy valéban nem szamit, hogy
melyik paraméterezésbeli koordinatakkal bévitiink. Elgszor kiszamitottam az[5.1] allitasban sze-
replé polinom felbontasi testét, ez a racionalisak felett hatodfokinak adddott. Ezen test felett
tekintve a gorbét, méar 9 darab harmadfoki pontja volt, ami azt jelenti, hogy az y-koordinatakat
is belevettiik. Kilencedrendd pontbol is csak 9 van (amik pont a harmadrendtek), igy ahhoz,
hogy mind a 81-et megkapjuk, még a kilencedrendt pontok koordinataival is bévitentink. Eh-
hez el6szor az allitashoz hasonl6 polinomidlis feltételt kell adnunk a kilencedrendd pontok

koordinataira, amelyet az addicids formulak segitségével lehet megtenni.

<x>

PolynomialRing(Rationals());

K<a>

NumberField (x~2-x+1);

E<X,Y,Z> := EllipticCurve([a+1,1,1,0, 0]);
A = 1+(at+1)"2/4;

B := (a+1)/2;


http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

C := 1/4;

R<y> := PolynomialRing(K);

f = 3xy~4+4xAxy~3+6xBxy~2+12*Ckxy+4*A*xC-B~2;
L := SplittingField(f);
L;

_<z> := PolynomialRing(Rationals());
Ki<alfa> := NumberField(9*z"6 + 15%z~5 + 2bxz~4 + 16%z"3 + 9%z~2 + 4x*xz + 1);

R<y> := PolynomialRing(X1);

f =y 2-y+1;

Roots(f);

a := 1/3%(-18*%alfa"5 - 21xalfa~4 - 35*alfa~3 - 7*xalfa~2 - 5*alfa);
A = 1+(at+1)"2/4;

B := (a+1)/2;

C :=1/4;

g 1= 3*xyT4+4xAxy~3+6*Bxy~2+12%xCxy+4xAxC-B~2;

Roots(g);

E1<X,Y,Z> := EllipticCurve([1/3*(-18*alfa~5 - 21*alfa~4 - 35%alfa~3 -
- 35%alfa~3 - 7*alfa~2 - bxalfa) +1 , 1 , 1, 0, 0]);
DivisionPoints(E1!'0, 3);

TorsionSubgroup(E1) ;

6 Tovabbi teenddk

Az els6 és legfontosabb dolog, hogy az E gérbének a kilencedrangt pontjait is kiszamitsuk. Ha
ez a gorbe teljesiti a kivant feltételeket, akkor at kell dolgozni a [2] cikk 6.2-as tételét, hogy E-re
valéban igaz legyen a sejtés. A mésik érdekes kérdés, ami a vizsgalodasok soran felmeriilt, hogy
az LMFDB adatbézis szerint Q felett nem taladltunk megfelels gorbét. Meg lehetne vizsgalni,
hogy valoban nem léteznek-e ilyen gorbék, és ennek a kérdésnek a megvalaszolasa is kozelebb

vihet benniinket a sejtés igazolasahoz vagy cafolasahoz.
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