Euler iranyitasok paratlan regularis grafokban
Egyéni kutatomunka 2 beszdmol6
Borbényi Méarton

1 Téma bemutatasa

A félév soran nem a meghirdetett témammal foglalkoztunk, hanem témavezetGmmel megje-
lent cikkiinkbdl felvetett kérdésekkel [I]. Elgszor felelevenitjiik a f6bb eredményeket, amikkel
dolgoztunk a félév soran. Leginkabb d-regularis, n cstcsu grafokkal fogalkoztunk.

Definicié 1.1. legyen G egy d-reguldris graf. Ekkor a részgrdf szdmldlé polinomja a G

grdfnak az aldbbi:
Fg(ﬂfo,a?l,..., E H ZL’dA (v)s
ACE(H)veV (H)

ahol d4(v) a v esices foka a (V, A) részgrdfban.
Példa 1.2. Ha G = K3, akkor

NN LA A

Fo(z) = x3+aori+rori+rori+oivy+aive+ai v+

Tétel 1.3. Ez a polinom invariins marad néhdny linedris leképezésre azaz vannak {Aﬁd) €
REFDx(ED| ¢ € R} mdtrizok gy, hogy A (d) A27r = idpi1, Al A = Ag‘i)t, illetve

Fo(z) = Fo(A%z).

Példa 1.4. d = 4-re az R£4) mdtriz a kévetkezd:

cos(t)* 4sm(t) cos(t) . 6:>1n(t)2 cos(t)? 451n(t) cos(t) sins(t)4
- s1n(t2) cos(t) -3 sm(t) cos(t)? + cos(t) -3 sm( )3 cos(t) + 3 sm( ) cos(t)® — sm(t) + 3sin(t)? cos(t)? sin(t)2 Cos(t)2
sin(t) gos(t) 2sin(t)? cos(t) -2 sm(t) cosg sin(t)* — 4sin(t)? cos(t)? + cos(g) —2sin(t)® cos(t) + 2sm(t) cos4(t) sin(t) cos(t)3
—sin(t)” cos(t) —sin(t)* + 3sm(t) cos(t) 3sin(t)® cos(t) — 3 sm(t) cos(t) —3sin(t)? cos(t)? + cos(t) sin(t) cos(t)
sin(t)?* —4sin(t)3 cos(t) 6sin(t)? cos(t)? —4sin(t) cos(t)3 cos(t)?*

A tétel fontossaga, hogy egyes leszamolasi probléméakat el lehet vinni masmilyen leszamlasasi
problémakba. Nevezziik ezeket forgatasnak.
A részgraf szamlalé polinomot definidlhatjuk iranyitasokra is, az alabbi modon.
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Definicio 1.5.

ahol do(v) a v esics irdnyitott foka az O iranyitdsndl. FEzt a polinomot nevezzik a G grdaf
wranyitdsi polinomjdnak.
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Példa 1.6. Amennyiben d = 2k pdros, akkor H,G(0,0,..,1,..0) éppen az Euler-irdnyitdsok
szdma, ahol a kézépsd vdltozd, yo = 1. (Euler irdnyitdsok: olyan irdnyitdsok, ahol minden
csics befoka=Fkifoka)

Tétel 1.7.

1
Fa(zo, ..., ma) = 9¢(G) Z H Q(do(v))>

O veVv

ahol a Q) = Bz valamely alkalmas B = B mdtrizra. S6t, B invertdlhatd is, igy visszafele
15 mikodik a transzformdcio.

Ez azt jelenti, hogy irdnyitdsok szdmolésara is lehet hasznalni a részgraf szamlalo polinomot.

Példa 1.8. Ha nézzik a Hs(0,...1,...0) helyettesitést, ami épp az Euler-irdnyitdsok szdma,
at lehet alakitani, hogy a részgrdfszamldlo polinommal szamoljuk.

Tétel 1.9. Vannak c; konstansok, hogy az FEuler iranyitdsok szama épp

1 1 3
Fe(cq,0,c4——=,0, ¢4

d—1 d—ld—3’0"")'

Tétel 1.10. A fenti kapott vektornak van még eqy érdekes tulajdonsdga: hidba forditandnk
a Tétel[1.5 alapjdn, invaridns marad, nem vdltozik.

Ennek a bizonyitasa azon milik, hogy 1 = (sin®t 4 cos?¢)"/? = Zfz/g ("/?) sin® t cos" 2 ¢, de
err6l még fogunk szot ejteni.

2 Paratlan d

El6z6 szekcioban lattuk, hogy az Euler iranyitasok szama éppen ¢ F(1,0, d—il, 0,...) alka-

mas cq konstansra. Kzt pedig tudjuk altalanositani, paratlan d-re is definidlhato. FEzzel
foglalkoztunk a félév soran:

e Hogyan viselkedik péaratlan d esetén a s = (1,0, ﬁ, 0,...) vektor. Mik a f6 tulajdon-
sédgaik?

e Mi torténik, ha elforgatjuk cket?

e Van-e valami kombinatorikai jelentése? Alkalmas cjj-nel felszorozva szamlal-e valamit?

3 Forgatas

Vegyiink egy A; = Agd) forgatasi matrixot, dobjuk bele az s vektort. Ekkor tudjuk, hogy
Fo(s) = Fa(Ass) = Fg(s'). Elgszor is, hogyan valtozik az nulladik koordinata, mi sf:
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Lemma 3.1. )

M

2
(d/ ) sT2R tsin® t =: Py(t).

k=0

Ez paros d esetén ismert: éppen (sint + cos?t)%? = 1. Tehat nem valtozik a 0. koordinéta.

Az érdekesség, hogy ekkor az Gsszes tobbi koordina sem véltozik, mindnek a derivaltja 0.
Tehat paros d esetén nem torténik semmi forgataskor. Am paratlan d-nél més a helyzet. Ezt
ugyanis nem (sin? ¢ + cos?£)%2 = 372 | (“?) cos?2 ¢ 5in**, a d/2 uténa tagok is nem nullék.
Es a koordinata valtozni is fog.

Lemma 3.2.

Ld/2] d/2
Oy Z ( ) cos" Htsin® | = —Csin? t,

k=0 k
ahol Cy az s vektor utolsé eleme, sqy. Ez pdros d esetén 0, pdratlanndl pedig %%3 %.
Lt ] d=3 \ d=5 \ d=71
0 (1,0,1/2,0) (1,0,1/4,0,3/8) (1,0,1/6,0,3/24,0,5/16)
—7/6 || 15(9v/3,1,3v/3,11) | 55(147/3,3,33V/3,17,27//3,203)
—7/4 ¥2(5,1,1,5) Y2(43,3,7,7,3,43)
—7/3 || §5(11,3v/3,1,9v3) | 5:(203,27V/3,17,33V/3,3,147V/3)
—/2 (0,1/2,0,1) (0,3/8,0,1/4,0,1) (5/16,0,3/24,0,1/6,0,1)
T (=1,0,—1/2,0) (=1,0,—-1/4,0,—3/8,0) (=1,0,—1/6,0,—3/24,0,—5/16)
/2 (0 ,—1/2 0,—1) (0,—3/8,0,—1/4,0,—1) (=5/16,0,—3/2,0,—1/6,0, —1)
o (1,0,1/2,0) (1,0,1/4,0,3/8) (1,0,1/6,0,3/24,0,5/16)

Sajnos ezek egyike sem mutat semmiféle kombanatorikai jelentést. Fzekbdl a szamokbol nem
latszodik semmi. Am paros d-re se tudunk meg sok minden, 4m ha az iranyitasi polinomot
vizsgéaljuk, sokkal t6bb minden kideriil. Ott latjuk, hogy ez az Euler irdnyitasokat kodolja.
Tehat csindljuk vissza paratlan d esetén is, milyen vektort kell beirni az iranyitasi polinomba.
Am itt nem mindegy hogyan transzformaljuk vissza. Mig paros d esetben nem volt értelme
forditani, addig itt igen. Azaz vehetjiik az s vektort, elforditjuk, majd visszatranszformaljuk
a parositadsos polinomba. Mostantol csak d = 3-mal foglalkozunk.

Lt d=3 |
0 (—1/2,3/2,3/2,—1/2)

/2 (i/2,31/2, —3i/2, —i/2)

n (1/2,-3,2,-3,2,1/2)

7/3 | (1/2,3/4+3/4/3i,3/4 — 3/4+/3i,1/2)

Sajnos ez sem mutat semmilyen kombinatorikai leszamlasast. A legtobb forgatés soran a
komplex ¢ is bekeriil, ami mégjobban megnehezitini a problémat. Val6jadban nem szabad
forditani (csak 7 tobbszorossel, de akkor meg gyakorlatilag nem csindlunk semmit).
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4 Ertékek

| Név [ n | Fg(s) | s =2 | Primfelbontés |

9 o 9 32
2 | 1 7 7
K, 4 = 27 34
(0)
23
- 4| 2 29 29
O}
G/ O]
3 4 5 45 32.9
Ky | 6] 3 106 92.53
425
Kocka | 8 e 425 52.19
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8 | % 432 2t . 3
8 | 24 441 32.7?
g | M 477 32.53

256

Petersen | 10 % 1674 2.3%.31
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