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Approximáció Hilbert-terekben

Φn(n ∈ N) teljes ortonormált sorozat H Hilbert-térben
Adott f ∈ Ht lehet közelíteni a részletegyütthatókkal:

Sn(f ) =
n−1∑
k=0

⟨f ,Φk⟩Φk = Pnf

ahol Pn a Sn = span{Φ0, ...,Φn−1}
Ez a legjobb közelítés (vagyis minimalizálja a
∥f − g∥ (g ∈ Sn) függvényt).
Probléma: nem elég hatékony (alkalmazásokban)
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VP-módszer

Ötlet: nem-lineáris paraméterek bevezetése.
Φn függvényeket lecseréljük Φη

n függvényekre (η ∈ U ⊂ Rm),
úgy, hogy rögzített η-ra a rendszer egy teljes ortonormált
sorozat maradjon.
Ez egy nem-lineáris optimalizálási probléma, ahol a
célfüggvény:

∥f −
n−1∑
k=0

ck(η)Φ
η
n∥2

A módszer lényege, hogy viszont rözített η-ra már egy lineáris
optimalizálási feladattá vállik, amit egyszerű megoldani.
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Hermite rendszer

A w(x) = e−x2
súlyfüggvénnyel súlyozott L2(R) Hilbert térben

a Hn (n ∈ N) Hermite polinomok egy teljes ortogonális
sorozatot alkotnak.
Ezért L2(R)-ben teljes ONS lesz a

Φn(x) =
Hn(x)e

− x2
2√

π
1
2 2nn!

, (x ∈ R)

függvénysorozat (Hemite függvények).
Ezek affin transzformáltjait paraméterezhetjük a
(λ, a) ∈ R+ × R-val:

Φa,λ
n (x) = Φn(λx + a).
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Hermite rendszer alkalmazása

Jól használható EKG jelekkel kapcsolatos feladatokban.
Tömörítés.
Klasszifikálás, például szívbetegségek felismerése, mivel jól
használható módszer klasszikus klasszifikációk algoritmusokkal
együtt (SVM, Neurális hálók, stb...).

Szabari Mátyás ELTE TTK, Matematikus MSc.

Egyéni kutatómunka 2



Adaptív ortogonális projekciók

MT-rendszerek (Blaschke függvények)

Blaschke függvénynek nevezzük a

Ba : C \ {a∗} → C Ba : z 7→ z − a

1 − āz

alakú Möbius transzformációkat.
A továbbiakban felteszem, hogy a ∈ D (nyílt komplex
egységkörlap)
Így Ba : D → D, Ba : D → D és Ba : T → T diffeomorfizmus.
Ennek az a gyöke és az a∗ = 1/ā (ami az egységkörre vett
"tükörképe" az a-nak) pólusa.
Inverz: (Ba)

−1 = B−a
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MT-rendszerek (Blaschke függvények 2.)

Lehet definiálni a C+ ⊂ C felső félsíkon is:

ba : C+ → C+ ba : z 7→ z − a

z − ā

alakban.
Ezek megfeleltethetőek a körlapon definiált Blaschke
függvényekkel:

Ba ◦ C = B−aba∗ ,

ahol a C a Cayley transzformáció.

Szabari Mátyás ELTE TTK, Matematikus MSc.

Egyéni kutatómunka 2



Adaptív ortogonális projekciók

MT-rendszerek (Blaschke függvények 3.)

A Blaschke függvények nem alkoznat csoportot a kompozícióra
nézve, viszont csak egy ε ∈ T szorzó híján.
Vagyis D× T segítségével be lehet vezetni egy
csoportstruktúrát:

B := {Ba := εBa|a := (a, ε) ∈ D× T}

A a1 = (a1, ε1) és a2 = (a2, ε2) D× T-beli elemekre
Ba = Ba1 ◦ Ba2 , ahol:

a = (a, ε) =
(
ε̄2

a1 + a2ε2

1 + a1a2ε̄2
, ε1ε2

1 + a1ā2ε̄2

1 + ā1a2ε2

)
.

Az a = (a, ε) esetén pedig Ba inverze Ba−1 , ahol
a−1 = (−εa, ε̄).
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MT-rendszerek (Blaschke függvények 4.)

Egy Blaschke függvény felfogható a hiperbolikus sík
Poincaré-féle körlapmodeljének eltolásaival ( 0 7→ −a és a 7→ 0
).
A Blaschke csoport elemei az irányítástartó izometriái.
Izomorf PU(1, 1)-gyel.
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MT-rendszerek (Blaschke szorzat)

Legyen α = (a0, a1, ...) ∈ DN sorozat.
Ekkor ha teljesül a Blaschke feltétel, vagyis hogy

∞∑
n=0

(1 − |an|),

akkor a

lim
n→∞

n∏
k=0

|ak |
ak

Bak (z) = Bα(z)

létezik és véges, továbbá Bα ∈ H∞(D).
(ak = 0 esetén a faktort z-nek definiáljuk.)
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MT-rendszerek

Legyen a = (a0, a1, ...) ∈ DN. Jelölje
mn = |{k |k ∈ N, k ≤ n, ak = an}| az an érték előfordulásainak
számát n-ig (multiplicitás).
Ekkor definiáljuk a következő H∞-beli függvényt:

qan,mn−1(z) =
zmn−1

(1 − ānz)mn

Állítás

Tetszőleges a ∈ D, n ∈ N számokra és f ∈ H2(D) Hardy-tér-beli
függvényre

⟨f , qa,n⟩ =
f (n)(a)

n!
.

Szabari Mátyás ELTE TTK, Matematikus MSc.

Egyéni kutatómunka 2



Adaptív ortogonális projekciók

MT-rendszerek

Definition

Egy a ∈ A sorozat által generált Malmquist-Takenaka
rendszernek a

Φa
n(z) =

√
1 − |an|2
1 − ānz

n−1∏
k=0

z − ak
1 − ākz

=

√
1 − |an|2
1 − ānz

n−1∏
k=0

Bak (z)

függvényrendszert nevezzük.

Ez a függvényrendszer nem más, mint a qan,mn−1 rendszer H2(D)
skalárszorzatára vett Gram-Smidt ortogonalizációval kapott
rendszer.
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MT-rendszerek

Állítás

Tekintsük az a ∈ A sorozatot. Ekkor az ehhez tartozó MT-rendszer
ortonormált a H2(D) skalárszorzatára, vagyis minden n,m ∈ N-re:

⟨Φa
m,Φ

a
n⟩ = δn,m.

Állítás

Valamilyen a ∈ A-ra a Φa
n függvényrendszer pontosan akkor teljes

H2(D)-ben, ha az a nem teljesíti a Blaschke-feltételt.
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Köszönöm a figyelmet!

Szabari Mátyás ELTE TTK, Matematikus MSc.

Egyéni kutatómunka 2


	Adaptív ortogonális projekciók

