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1. Bevezetés

Az önhasonló halmazok Hausdorff-dimenziója egyszerűen megadható, ha a halmaz kicsinyített részei
diszjunktak. Ez akkor is működik, ha a részek nem feltétlenül diszjunktak, de eléggé el vannak választva
egymástól. Régóta megoldatlan sejtés, hogy elég-e az, ha a halmazt leíró hasonlóságokra bizonyos feltétel
teljesül. A kutatómunkám során a sejtéshez kapcsolódó részeredményeket dolgoztam fel Varjú Péter [9]
cikke alapján.

2. Önhasonló halmazok

2.1. Definíció. Iterált függvényrendszernek (röviden IFS-nek) nevezzük Rd hasonlóságainak egy

Φ = {ϕi | i ∈ Λ}

véges rendszerét, ha minden ϕi hasonlósági aránya 1-nél kisebb.

A d= 1 esetben ϕi(x) = λix+ ti alakú, ahol λi ∈ (−1, 1).

2.2. Állítás. Legyen Φ ={ϕi | i∈Λ} IFS. Ekkor létezik egy egyértelmű kompakt K, amelyre teljesül, hogy

K =
⋃
i∈Λ

ϕi(K).

A K-t a Φ attraktorának nevezzük.
Az iterált függvényrendszereknek fontos szerepe van a fraktálok elméletében, mert számos fraktál

előáll IFS attraktoraként. Például Cantor-halmaz a

Φ =
{
x 7→ x

3
, x 7→ x

3
+

2

3

}
attraktora. Magasabb dimenzióban többek között a Koch-görbe és a Sierpiński-háromszög áll elő a fenti
módon.

2.3. Definíció. Az Φ IFS nem tartalmaz pontos átfedést, ha a Φ-beli hasonlóságok az általuk generált
félcsoportot szabadon generálják.

Könnyen látható, hogy elég azonos hosszú kompozíciókat vizsgálni, azaz Φ = {ϕi | i ∈ Λ} pontosan
akkor tartalmaz pontos átfedést, ha valamilyen (i1, . . . , in) 6= (ĩ1, . . . , ĩn) esetén

ϕi1 ◦ . . .◦ϕin = ϕĩ1 ◦ . . .◦ϕĩn .
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2.4. Sejtés (Simon [7]). Legyen Φ={x 7→λix+ti | i∈Λ} egy IFS R-en, amelynek K az attraktora. Tegyük
fel, hogy Φ nem tartalmaz pontos átfedést. Legyen s > 0 az

1 =
∑
i∈Λ

|λi|s

egyenlet megoldása. Ekkor
dimK = min(1, s),

ahol dimK a K Hausdorff-dimenziója.

A továbbiakban rögzítsünk egy Φ = {ϕi | i∈Λ} IFS-t, és egy (pi)i∈Λ valószínűségi vektort, ahol pi> 0

és
∑
pi = 1. Legyen λi > 0 a ϕi hasonlósági aránya.

2.5. Állítás. Létezik egy egyértelmű µ valószínűségi mérték, amelyre

µ=
∑
i∈Λ

piϕi(µ),

ahol ϕi(µ)(A) = µ(ϕ−1
i (A)).

Könnyen ellenőrizhető, hogy µ tartója a Φ attraktora.

2.6. Tétel (Feng, Hu [3]). Van olyan d szám, amelyre teljesül, hogy µ-majdnem minden x pontra

lim
r→0

logµ(B(x, r))

log r
= d.

A d-re vezessük be a dimµ jelölést.

2.7. Definíció. A µ hasonlósági dimenziója

s-dimµ=

∑
pi log p−1

i∑
pi log λ−1

i

.

2.8. Sejtés. Legyen Φ IFS R-en, és legyen µ a hozzá tartozó mérték (valamilyen valószínűségi vektorral).
Ha Φ nem tartalmaz pontos átfedést, akkor

dimµ= min(1, s-dimµ).

2.9. Állítás. A 2.8. sejtésből következik a 2.4. sejtés.

3. Algebrai paraméterű IFS-ek

3.1. Definíció. Az R hasonlóságain definiáljuk a d távolságot a következőképpen:

d(x 7→ λ1x+ t1, x 7→ λ2x+ t2) =

|t1− t2| ha λ1 = λ2

∞ ha λ1 6= λ2

Legyen Φ = {ϕi | i ∈ Λ} IFS. Vezessük be a

∆n(Φ) = min
(i1,...,in)6=(̃i1,...,̃in)

d(ϕi1 ◦ . . .◦ϕin , ϕĩ1 ◦ . . .◦ϕĩn)

jelölést. A Φ teljesíti az exponenciális elválasztási tulajdonságot, ha van olyan c > 0, hogy végtelen sok
n-re ∆n(Φ)> c−n.
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3.2. Tétel (Hochman [4]). Ha Φ teljesíti az exponenciális elválasztási tulajdonságot, akkor a 2.8. sejtés
igaz Φ-re.

3.3. Tétel (Hochman). Legyen Φ = {λix+ ti | i ∈ Λ} pontos átfedés nélküli IFS. Ha minden λi és ti
algebrai, akkor Φ teljesíti az exponenciális elválasztási tulajdonságot.

3.4. Következmény. Ha minden λi és ti algebrai, akkor Φ-re igaz a 2.8. sejtés.

3.5. Tétel (Rapaport [5]). A Φ-re igaz a a 2.8. sejtés, ha minden λi algebrai.

Rapaport bizonyításának egyik fő ötlete, hogy az eltolásparaméterek terében a pontos átfedéseket
eredményező paraméterek halmazát vizsgálja, ami előáll bizonyos típusú lineáris alterek uniójaként. Az
alterekhez olyan magasabb dimenziós IFS-eket rendel, amelyeknek minden paramétere algebrai, majd
ezekre alkalmazza Hochman egyik eredményének magasabb dimenziós változatát.

4. Homogén IFS-ek

4.1. Definíció. Homogénnek nevezzük a Φ = {λx+ ti | i ∈ Λ} alakú IFS-eket.

4.2. Tétel (Varjú [8]). Legyen λ ∈ (0, 1) tetszőleges. Ekkor a

Φλ = {x 7→ λx, x 7→ λx+1}

IFS-re teljesül a 2.8. sejtés.

A Φλ-ra a 2.4. sejtés triviális, mert az attraktor λ-tól függően vagy egy intervallum, vagy egy Cantor-
halmaz.

Jelöljük νλ-val az előző tételben szereplő Φλ-hoz és az
(

1
2 ,

1
2

)
valószínűségi vektorhoz tartozó mértéket.

A νλ-t Bernoulli-konvolúciónak nevezzük.

4.3. Definíció. Legyen (ξi) független, 1
2 paraméterű Bernoulli-eloszlású változók sorozata. A Φλ entró-

piarátája

h(Φλ) = lim
n→∞

H(
∑n
j=0 ξjλ

j)

n
,

ahol H a Shannon-entrópiát jelöli.

A Fekete-lemma felhasználásával látható, hogy h(Φλ) mindig létezik, sőt, a határérték valójában
infimum.

4.4. Tétel (Hochman). Legyen λ ∈ (0, 1) algebrai. Ekkor

dim νλ = min
(

1,
h(Φλ)

log λ−1

)
Az előző tétel felhasználásával minden λ ∈ (0, 1)-re meghatározható dim νλ, mivel a Φλ csak algebrai

λ esetén tartalmazhat pontos átfedést.

4.5. Tétel (Rapaport, Varjú [6]). Definiáljuk a

Φλ,t = {x 7→ λx, x 7→ λx+1, x 7→ λx+ t}

IFS-t. Ha λ ∈ (2−2/3, 1), akkor Φλ,t-ra igaz a 2.8. sejtés.

4.6. Tétel. Legyen (ηn) tetszőleges pozitív valósakból álló sorozat. Ekkor van olyan homogén Φ IFS, ami
nem tartalmaz pontos átfedést, de ∆n(Φ)≤ ηn minden n-re.

A 4.6. tételre többféle bizonyítás ismert. Baker [1] konstrukciójában minden hasonlósági arány 1
2 ,

Bárány és Käenmäki [2] pedig megmutatta, hogy Φλ,t alakú példa is van.
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