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1. Bevezetés

A kutatémunka soran azzal foglalkoztam, hogy bizonyos K test feletti algebrak két elemének Osszeszorzasahoz
hany K-beli szorzést kell elvégezni gy, hogy az Osszeszorzando6 szamok fliggnek a bemenettsl (azaz egyik
sem konstans).

Két n x n-es métrix dsszeszorzasa a szokasos algoritmussal n3 szorzast igényel (mind az n? mezéhoz két
vektort kell skalarisan Osszeszorozni, ami n szorzas). Felmeriil a kérdés, hogy ez vajon optimalis-e. A vélaszt
Strassen adta meg a [10] cikkében 1969-ben: nem optimalis, lehetséges ugyanis olyan algoritmus megadéasa,
mely 8 helyett 7 szorzassal Gssze tud szorozni két 2 x 2-es matrixot. Részben ez motivalta, hogy elkezdték
vizsgalni a kutatomunkam soran targyalt problémakdrt.
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1.1. A tenzorrang

1.1. Definicié (Tenzorrang). Ha U, ..., U, vektorterek K test felett, akkor egy T' € U; ® ... ® U,, tenzor
tenzorrangja az a legkisebb r szadm, melyre T el6all mint r db elemi tenzor Gsszege.

1.2. Megjegyzés. Egy n x m-es K™ @ K™-beli matrixra a matrixrang és a tenzorrang egybeess fogalmak.

A motivacidé a tenzorrang fogalmanak bevezetésére az, hogy segitségével lehet becsiilni a sziikséges
szorzasok szaméat egy bilinearis leképezést kiszamito algoritmusban. Ezt ugy tudjuk precizzé tenni, hogy egy
A algebrahoz K felett tartozik egy ¢ : A x A — A K-lineéris leképezés, azaz a kanonikus izomorfizmusokon
keresztiil ¢ tekinthets egy A* ® A* ® A-beli tenzornak. Ennek a rangjat akarjuk osszefiiggésbe hozni a ¢
kiszdmolasahoz sziikséges szorzasok szaméaval.

1.2. Multiplikativ és bilinearis bonyolultsag

Itt nem részletezziik, hogy mit értiink az alatt, hogy egy algoritmus kiszamol egy ¢ bilinearis fiiggvényt.
Példaul a [11] és a [5] cikkekben ez szépen formalizalva van. A tovabbiakban egy « algoritmus multiplikativ
bonyolultsigdnak fogjuk nevezni azt a mennyiséget, hogy egy ilyen algoritmus hany olyan szorzést hajt végre,
mely nem konstanssal torténik. Ezt a részt teljes egészében a [8] konyv alapjan dolgoztam ki (14. fejezet).

1.3. Definicié6 (Bilinearis leképezés bonyolultsaga). Legyen K egy test, U, V, W véges dimenzios K -vektorterek
rogzitett bazisokkal. Legyen tovabba
p:UxV W

egy bilinearis leképezés. Ekkor definidlhatjuk az alabbi kétféle bonyolultsagot.

o A ¢ leképezés multiplikativ bonyolultsiga a legkisebb olyan h € N természetes szam, melyre létezik
olyan «a algoritmus, mely kiszamitja ¢-t, és multiplikativ bonyolultsdga h. Ezt a mennyiséget L(¢)-vel
jeloljiik.

o A ¢ leképezés bilinedris bonyolultsiga a legkisebb olyan h € N természetes szam, melyre ¢-nek van
h hosszuisidgu bilinearis kiszamitasa. FEzt a dolgozatban ismét nem definidljuk, de ez megegyezik ¢
tenzorrangjaval, ha U* @ V* ® W-beli tenzornak tekintjiik a szokisos kanonikus izomorfizmussal. Ezt
a mennyiséget R(¢)-vel jeldljik.



1.4. Allitas (|8], 14.8.). L(¢) < R(¢) < 2- L(¢).
Ha K egy test, és A egy véges dimenzios K-algebra, akkor az A-beli szorzas egy
p:AxA—= A
bilinearis fiiggvény. Specialisan van multiplikativ és bilinearis bonyolultsaga.
1.5. Definicié (Algebra bonyolultsdga). Ha A egy K-algebra, melynek szorzasat ¢-vel jeloljiik, akkor
L(A) := L(¢), R(A):= R(¢).

2. Kvaternidalgebrak

Az els6 cél a szokasos Hamilton-féle kvaterniok H algebrajanak rangjénak meghatarozasa volt. Ennek egy
megvalaszolasat talaltam a [5] cikkben. Ott bizonyitva van, hogy ez a rang pontosan 8. Ezt a bizonyitéast
némi moédositassal altaldnositani lehetett mas kvaternidalgebrak rangjanak becslésére is, errdl késébb lesz
sz0.

2.1. Tétel (Howell és Lafon, [5]). R(H) = 8.

Leirjuk a klasszikus eredményt, miszerint M>(C) szorzastenzoranak tenzorrangja 7. Strassen [10] bizonyitotta
hogy ez a szam legfeljebb 7, mig Winograd [11] belatta, hogy legalabb 7.

2.2. Tétel (Strassen [10], Winograd [11]). M2(C) szorzastenzoranak rangja 7.
Strassen eredménye tetsz6leges K testre altalanosithato:

2.3. Tétel (Strassen, 1969, [10]). Ha K test, akkor Ms(K) szorzastenzora megkaphato6 az alabbi 6sszegbdl:

(B11 + E22) @ (E11 + Fa2) ® (Ev1 + Fag) + (E21 + Fa2) @ By @ (Bai — Eag)+

+E11 ® (B12 — E22) ® (E12 + E22) + Eoo ® (—E11 + Ea1) ® (B21 + Enn)+

+(E11 + Er2) ® Eyo @ (—E11 + Ei2) + (—E11 + Eo1) ® (Ei1 + Er2) ® Ego+
+(E12 — Eg) ® (Eo1 + E22) ® Ev;.

(2.1)

Speciélisan a szorzastenzor rangja legfeljebb 7.
Ezutéan altalanos kvaternidalgebrakkal kezdtiink foglalkozni. Alabb bevezetek néhéany jelolést.

2.4. Jelolés. Legyen K egy test, hogy charK # 2. Legyen a,b € K, és tekintsiik a K (a, b) kvaternivalgebrat.
Vegyiik K(a,b)-ben (mint K-vektortér) a szokasos 1,1,j,k bazist, és jeloljiik ehhez K(a,b)*-ban a dualis
bézist €1,¢e9,e3,4 mbdon.

2.5. Jelolés. Jelolje Tk (a,b) € K(a,b)* ® K(a,b)* ® K(a,b) a K(a,b) kvaternidalgebra szorzastenzorat.

Meg szerettiik volna tehat hatarozni a Tk (a,b) tenzornak a tenzorrangjat, azaz a korabbi jeloléseinkkel
élve az R(K(a,b)) szamot. Azt méar tudjuk, hogy bizonyos esetekben ez a rang maximum 7 lesz, hiszen
a,b valamely valasztasal mellett teljesiilni fog, hogy K(a,b) = Ms(K), mint K-algebra, marpedig Ms(K)
szorzastenzoranak legfeljebb 7 a rangja.

Konnyen ellenérizhets az alabbi

2.6. Allitas. Az szorzéstenzorunkat megadja a
Tk(a,b) =1 Re1 @146 Re3®i+e1QRez®j+e1®es Rk
EaREIV®IFaca®ea®1+e3@es@k+acaRes®j

E3REITR]—e3Rea Rk +beg3®Re3®1 —beg Rey Vi
€401 Rk —ae41 R ®j+bey RezRi—abey ey ® 1

Osszefiiggés.



2.7. Példa. Tp(—1,—1) rangjat kénnyd meghatarozni. Egyrészt, tudjuk, hogy Tr(—1,—1) rangja 8 (2.1.
tétel), azaz T(—1, —1) rangja legalabb 8, ugyanis testbévitésnél a tenzorrang nem novekedhet. S6t, azt is
tudjuk, hogy ez a rang legfeljebb 8, ugyanis a [5] cikkben leirt konkrét konstrukcio Q felett is miikodik, azaz
To(—1,—1) rangja 8.

Ahogy korabban is irtam, kideriilt, hogy a [5] cikkben leirt bizonyitast modositani lehet, hogy részben
miik6djon altalanos kvaternidalgebrak folott is, azonban csak részben, hiszen az nem jon ki bel6le, hogy ez
a rang legfeljebb 8, csak az aldbbi

2.8. Allitas. Ha K karakterisztikija nem 2, akkor a K (a,b) kvaternivalgebra Tk (a,b) szorzéstenzoranak
tenzorrangjarol a kdvetkezé mondhato el:

1. Ha K(a,b) = My(K), akkor a tenzorrang legfeljebb 7.

2. Ha pedig ferdetest, akkor a tenzorrang legaldbb 8.

Ehhez hasznaltuk az alabbi tételt. Ennek bizonyitadsa megtalalhato a [4] internetes jegyzetben (12. Tétel).
2.9. Tétel. A K(a,b) kvaternivalgebrara ekvivalensek az alabbiak:

1. K(a,b) = My(K)

2. K(a,b) nem ferdetest

3. az ax? + br3 = 1 egyenletnek van K-ban megoldésa.

2.1. Felsd korlat

A kovetkezs lépés annak az esetnek a végigszamolasa volt, mikor K (a,b) = My (K), hogy akkor hogyan jon
ki az, hogy a tenzorrang legfeljebb 7. Ebbdl kijott egy konrét felbontas. Ez a szdmolas adta az Gtletet a
fels6 korlathoz. Definidlhatjuk az aldbbi tenzort.

2.10. Definicié. Legyen a,b,c¢,d € K olyan elemek, melyekre a # 0,b # 0,d # 0. Jeloljik Sk (a,b,c,d) €
K(a,b)* ® K(a,b)* ® K(a,b) modon az alabbi tenzort:

SK(a7ba c, d) ( ! da654) & (61 + %63 + %64) ® ( 2 + 71 + 12bzc-] + Zbck)
€1+ 63 + ac€4) ® (—e1 + aez + 17‘166 +25%,) @ (3 + gl + de.] + ‘;Zb,}k)

+(
+ (51 d€3 - *54) ® ( ! dac&l) ® (% + %i + 12_bzcj + 12bdck)
+(

+(-

14 agy + 1%y + 220,) ® (51 —deg— 764) ®(—3+ it S+ % 0k) +
3+ %7 %4) ® (% 2de + 2gdk)
: dac54) ® (5 + ﬂJ 2de)

€1+ex+ & = E3+1 acE4)®(
+(—e1+as2 + s + “T0e) @ (

2.11. Megjegyzés. Ez ugy kapcsolodik a métrix esethez, hogy ha K(a,b) & M (K), akkor valamely
c,d € K-raac*+bd® =1 (2.9. tétel). Hailyen c, d part valasztunk, akkor Sk (a, b, ¢, d)+4e;®e1®1 = Tk (a, b).
Ez adta az Otletet a definicidhoz.
Ez az alabbi allitds miatt hasznos:
2.12. Allitas. Ha 1-ac® # 0, akkor Tic (a, )~ 1255 Sy (a,b,,d) = (14 37205 ) eyer @l (1 - 225 ) ey
1—ac?

52®i+<17 b )52®61®1+(afalb‘fwz)@@sg@l

Ha ismerjiik a tényt, hogy a 2 x 2 x 2 tenzorok korében a maximélis rang 3, akkor ebbdl maris kaphatjuk
azt a nemtrividlis felsé korlatot, hogy a rang mindig legfeljebb 9. Igy van ez minden c,d-vel, ha d # 0,
specidlisan igaz az alabbi

2.13. Allitas. Tk (a,b) — bSk(a,b,0,1) tenzorrangja mindig legfeljebb 3.

2.14. Kovetkezmény. Tk (a,b) tenzorrangja mindig legfeljebb 9.



2.15. Megjegyzés. Az el6z6 2.14. kovetkezménynek konstruktiv a bizonyitasa, azaz megkaphatunk bel6le
egy konkrét felbontast kilenc elemi tenzor Gsszegére.

Ha azonban a 2.12 allitasban kijovs tenzor 2 rangi, akkor egy 8-as felsd korlat is kijohet, és ez igy is van
sok specidlis esetben. Némi szamolas utan az alabbi allitashoz jutunk:

2.16. Kovetkezmény. Ha az
art +bla+3)(a—1)zi=1

egyenletnek van K-ban megoldésa, akkor Tk (a,b) rangja legfeljebb 8.

2.17. Példa. A fentiekbdl kiszamolhato, hogy az alabbi példakra a tenzorrang 8: Tp(—1,—1), Tp(5,2),
To(3,2), To(=5,-7).

Ezen példakbol kijon az alabbi allitas is:
2.18. K6vetkezmény. Ha K az R, Q3, Qs testek valamelyike (itt Q, a p-adikus szamok teste), akkor
K(a,b) ferdetest < Tk (a,b) rangja pontosan 8.

A félév vége felé megtaldltam a valaszt egy 2013-as Vladimir Lysikov &ltal irt cikkben:

2.19. Tétel (Lysikov, 2013, [7], 17. Tétel). Ha charK # 2, és K(a,b) ferdetest, akkor R(K (a,b)) = 8, azaz
Tk (a,b) rangja 8.

3. 2 X 2 x 2-es tenzorok

Az vol a kovetkezd cél, hogy meghatérozzuk a Q? ® Q? ® Q? tenzortéren a GL2(Q) x GL2(Q) x GL2(Q)
csoport hatasdnak palyait. Ezt ugy tettiik meg, hogy meghatéroztunk minden orbitrél pontosan egy tenzort.
Ehhez a részhez hasznaltam a [9] cikket, ahol R felett végezték el ugyanezt a munkat.

3.1. Definicié. Definialjuk az alabbi tenzorokat:
1. Dy =0
2. Di=e®e®e
Dy=e®®Re®Ret+exxfxf
Di=e®ee+fRexf
Di=epere+fefre

AR N

Gd=eReretexrff+d frexdf+fRf®e Vdnégyzetmentes egészre.

3.2. Tétel. Minden Q2 ® Q2 ® Q2-beli tenzor a GLy(Q) x GL3(Q) x GL2(Q) csoporthatast tekintve azonos
palyan van az alabbi tenzorok koziil pontosan eggyel (azaz az alabbi tenzorok parametrizaljak az orbitokat):

Dq, D1, Dy, D}, DY, G(d) valamely d négyzetmentes egészre.
Ez tehat végtelen sok tenzor, hiszen G(d) egy végtelen csaladot jelol (lehet d = 0 is).

3.3. Tétel. Az alabbi tablazat mondja meg az el6z6 tételben az egyes tenzorok rangjat.

’ Tenzor ‘ Rang ‘
Dy 0
D,
Dy
Dy
Dy
G(1)
G(d)(d#1)

WIN| N DN DN =




3.4. Megjegyzés. A bizonyitas egy részének alapdtlete a [1] forrasban megtalalhato valaszon alapul.
Ebbdl az eredménybdl kijon, hogy a 2.16. kovetkezményben leirt modszer a legaltalanosabb feltétel

arra, hogy a Tgp(a,b) — i&@(a, b, ¢, d) tenzor rangja legfeljebb 2 legyen, azaz hogy az Sg(a, b, ¢, d) tenzor

1—ac?

vizsgalatanak segitségével probaljuk meg belatni, hogy Tk (a,b) rangja 8.

3.5. Kovetkezmény. Ha a T(a,b)— %S@(a, b, ¢, d) tenzor rangja legfeljebb 2, és Q(a, b) ferdetest, akkor
valamely r nemnulla racionalis szdmra elmondhato, hogy ap = % esetén Q(a,b) = Q(ao, b), és az

aoz? + b(ag + 3)(ag — 1)z2 =1

egyenletnek van racionalis megoldasa. Ez pont a 2.16. kovetkezményben leirt egyenlet.

4. Altalanos tételek

Kés6bb fény deriilt ra, hogy a targyalt témanak nagy szakirodalma van, és &ltaldnos tételeket is bizonyitottak
mér. Alabb lathato ketts a legfontosabbak koziil.

4.1. Az Alder-Strassen korlat, illetve Heintz és Morgenstern tétele
Az ismert legaltaldnosabb als6 korlatot ezen bonyolultsdgokra az alabbi tétel adja.

4.1. Tétel (Alder és Strassen, [2]). Legyen K végtelen test, és A tetszSleges K-algebra. Jeloljikk ¢-vel az
A-beli szorzast, és legyen ¢ az A-beli maximalis kétoldali idealok szdma. Ekkor

L(¢) > 2 dimA — ¢.

4.2. Definicié (Minimaélis rang). Ha K egy végtelen test és A egy véges dimenziés K-algebra, akkor azt
mondjuk, hogy R(A) minimdlis, ha az 4.1. Alder-Strassen tételben leirt becslés éles R(A)-ra, azaz R(A) =
2dim A — |[{M < A : M maximalis}|.

4.3. Tétel (Heintz és Morgenstern, [6]). Ha K algebrailag zart, és A egy K-algebra, és barmely M < A
maximaélis idealra A/M ferdetest, akkor az alabbiak ekvivalensek:

(i) R(A) minimalis.
(ii) Létezik wy,...,wm € J(A), hogy
J(A) =L+ AwiA+ ...+ Awy A = R+ Awi A+ ... + Awy A,

ahol L := {z € J(A) 1z J(A) = 0}, R := {y € J(A) : J(A) -y = 0}, tovibba Aw;A =", Kw], és
ha ¢ # j, akkor w;w; = 0.

4.4. Megjegyzés. Az Osszes minimélis ranga algebra klasszifikdlva van végtelen (illetve elég sok elemt
véges) test fOlott, ez az eredmény a [3] cikkben talalhato.

4.2. Egy C feletti négydimenzids algebracsalad

A komplex szamtest felett nem tul érdekes a kvaternidalgebrék vizsgalata, hiszen barmely a # 0 # b komplex
szdmok esetén C(a,b) = M5(C). Ez a 2.9. tételbdl gyakorlatilag azonnal kovetkezik. Mi lenne azonban, ha
megengednénk, hogy a vagy b nulla legyen? Ezt természetesen megtehetjiik, s6t, ennek akarmilyen K test
felett van értelme.

4.5. Definicié. Legyen K egy test, melyre charK # 2, és a, b tetszéleges elemek benne. Ekkor definidljuk a
K(a’7 b) = K<$,y>/($2 - aayg - ba ry — y.’L‘)

algebrat (itt K(z,y) a szabad algebra). Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: i = [z],j = [y, k = [zy]
valasztassal. Vegyiik észre, hogy a # 0 # b esetén ez pont a megfelel§ kvaternidvalgebra lesz.



4.6. Allitas. dim K (a,b) = 4, és bazisa 1,1, j, k.

Az altalanos tételek segitségével a kutatomunka soran levezettiik az alabbi tételt.

4.7. Allitas. Ha a,b € C, akkor az alabbi harom eset koziil pontosan egy all fenn.

(1) Ha a # 0 # b, akkor C(a,b) = M3(C). Ekkor R(C(a,b)) = 7. (Ezt persze mar lattuk: 2.2. tétel.)

(2) Ha a,b koziil pontosan egy 0, akkor C(a,b) = C(1,0). Ekkor R(C(a,b)) = 6.

(3) Ha a fenti egyik eset sem all fenn, akkor persze a = b = 0. Erre az esetre teljesiil, hogy R(C(0,0)) = 8.
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