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1. Tipuselmélet

A félév soran a tipuselmélettel foglalkoztam, és a tipuselmélet alkalmazasaval
az Agda programozasi nyelven keresztiil. A tipuselmélethez a Homotopy type
theory konyvnek az els6 fejezetét és A Bevezetés a homotopia-tipuselméletbe
jegyzetet dolgoztam fel, amely a Martin-Lof tipuselméletet mutatja be.

A tipuselmélet alapvetOen kifejezésekkel és azok tipusaival foglalkozik. Ez
egy formdlis matematikai rendszer, amellyel a foképp konstruktiv matemati-
kai bizonyitasokat lehet formalizalni. Klasszikus bizonyitasok esetén az allités
gyengiilhet, el6fordulhat, hogy a 1étezés helyett a nem létezés hamissagat le-
het bizonyitani.

A tipuselmélet alapfogalma a tipus, amely elemei egy elére meghatarozott
szabalyok szerint viselkednek. Ezeknek a szabalyoknak a felépitését az alabbi
példakon keresztiil lehet jél kovetni.

1.1. Példak tipusokra

Egy 1j fajta tipus bevezetése soran altalaban ot lényeges szempont szerint
torténik:

e El6szor le kell irni, hogy hogyan képezhetjik ezt a fajta tipust az
el6z6ekbol, a képzési szabélyok. (Formation rules)



e Majd le kell irni, hogy hogyan vezethetjiik be a tipus elemeit, a beve-
zetési szabalyok. (Introduction rules)

e Hogyan hasznalhatjuk fel a tipus elemeit, mik az eliminédcié szabalyai.
(Elimination rules)

e Az elemek bevezetési szabdlyai és felhasznélasi szabalyai kozt mi az
Osszefiiggés, ezek a szamitasi szabédlyok. (Computation rules)

e Az elemek kozti egyediségre vonatkozd szabalyok. Altaldban ha egy
elemet eliminalunk, majd az ebbdl kapott értékekbdl tjra bevezetjiik,
akkor az eredetivel egyforma értéket kell kapnunk. (Uniqueness prin-
ciple)

Egyszertibb tipusoknal dltalaban nem mindegyik szabalycsoport van meg,
lehet hogy néhany szabalycsoport nem sziikséges vagy trividlis. A szabalyokat
kovetkezo példan keresztiil be lehet jol mutatni:

1.1.1. Szorzat tipusok

Ha van két kiilonb6zo tipusunk, akkor vehetjiik az ezeknek az elemeibdl allé
parok tipusat. Ehhez a kovetkezo jeloléseket hasznélhatjuk:

Legyen adva az A és B tipus. Ekkor ezekbdl képezhetjiik az A x B tipust,
az A és B szorzatanak a tipusat.

Ha van adva egy a : A és b : B, akkor bevezethetjiik az (a,b) : A x B
part.

Ha van egy p : A x B parunk, akkor ezt kétféleképp elimindlhatjuk. Vagy
vessziik az elsé elemet (mp : A), vagy vegyiik a mésodik elemét (mop : B) a
parnak.

Természetesen az elimindciok értékét a képzésekbdl ki lehet szamolni.
Legyen 7y (a,b) = a és m(a,b) = b.

Tovabba a ha két par értéke megegyezik, akkor egyformanak tekintjiik
6ket. Vagyis p = (m1p, map)

1.1.2. Egyszeribb tipusok

Ures tipus: Jelolés 1. Ennek a tipusnak nincs eleme. Viszont barmely C
tipus esetén ha t : L, akkor exfalso t: C -vel elimindlni lehet.



Unit / egy elemii tipus: Jelolés T. Ennek a tipusnak egy eleme van,
amit triv -vel szoktak jelolni.

Figgvény tipus: Jelolés A — B, ahol A a fiiggvény alaphalmaza és B a
fliggvény értékkészlete. Fliggvényeket a \x > t kifejezéssel szoktdk bevezet-
ni, az elimindcids szabdly a fiiggvény kiértékelése. Két fiiggvény egyforma,
ha minden pontban ugyanaz az értéke.

Természetes szamok Jelolés N. Ebbe a tipusba elemeket két modon lehet
bevezetni: Vessziik a 0 : N elemet, vagy ha van egy n : N szamunk, akkor
létrehozhatjuk az suc n : N, az n-re rakévetkezo szamot.

A természetes szamokon elimindlni lehet rekurziv fliggvényeket az rec cocsn
eliminatorral. Ha adva van egy ¢q : A kezdéérték, és egy ¢, : A — A fliggvény,
akkor a rec ezt fliggvényt n -szer alkalmazza onmagara a cy kezdoértékkel.
A bevezetési szabédlyok miatt n vagy 0 vagy suc m alakd, ahol m : N. Ez
alapjén rec ¢y ¢s 0 = ¢g és rec ¢y cs(suc m) = cg(rec co ¢ m).

Két tipus (diszjunkt) uniéja / Coproduct: A tipuselméletben altaldban
a kilonbozé tipusokhoz tartozé elemek kiilonbozéek, ezért tipusok unidja
csak a diszjunkt unio lehet. Ezt AW B -vel jeloljik. Az elemeket két mdédon
képezhetjiik: Vagy egy a : A-beli elembdl az t1a : AW B konstruktorral, vagy
b: B -bdl 15b : AW B-vel. Szétbontani a case t u v elimindtorral lehet, ahol
t:A”WB,u: A— Césv: B — C.Ennek a kiszamolasat esetszétvilasztassal
lehet elvégezni, ha t = 11 a alaku, akkor case(ty a) u v = u a, a mésik esetben
pedigcase(ty b) u v = v b.

1.1.3. Osszetett tipusok

Univerzum: A tipusoknak is van tipusa, ezek kiilonb6zé U; univerzumokba
sorolhatéak. A legelsé univerzum az Uj, ennek a tipusa az U; univerzum,
ennek a tipusa az Us, és igy tovabb. Ezek segitségével lehet beszélni, példaul
f A — U figgvényekrol, amely egy a : A elemhez egy C' tipust rendel. Ha
nem fiigg a kifejezés az univerzum indexétol, akkor nem sziikséges kifrni.

Y tipus, fliggd parok tipusa: Legyen adva egy A : U tipus, és egy B :
A — U figgvény. Ekkor képezhetjik a ¥,.4B(a) tipust. Ennek az elemei az
olyan (a,b) parok lesznek, ahol a : A és b : B(a), vagyis b tipusa fiigg az a
értékétol.



IT tipus, fiiggd fliiggvények tipusa: Egy A : U tipussal és B : A —
U figgvénnyel képezhetjitk a II,.4B(a) tipust, a fiiggd fiiggvények tipusat.
Ez a tipus hasonl6 a (nem fliggd) szorzat tipushoz, s6t, ha B egy kons-
tans fliggvény, akkor az A — B filiggvénytipust kapjuk. Az elemei fligg6d
fiiggvények lesznek, amelyek értékkészlete fiigg a kiértékelés helyétol, ha f
ennek a tipusnak az eleme, akkor a : A -ban f(a) : B(a) tipusu lesz az
eredmény.

1.2. Osszefiiggés a tipuselmélet és a logika kozott

A tipuselmélet és logika kozti Osszefiiggésre mutat ra a Curry-Howard izo-
morfizmus. A logikai allitdsok megfeleltethetoek tipusoknak, egy allitdsa bi-
zonyitasa pedig megfelel egy elemnek. fgy ha adott egy olyan program, mely-
nek a tipusa épp a bizonyitandé tételnek felel meg, és a program sikere-
sen lefut, vagyis visszaad egy értéket a tétel tipusaval, akkor ezzel a tételt
is bebizonyitottuk. Az Osszefliggés részletesebben (tipusok nagy, elemek kis

bettivel):
tipus logika
A:U allitasok halmaza
a:A az A allitas bizonyitdsa
1 hamis allitas
T igaz allitas
AW B A vagy B
Ax B Aés B
A— B A-bdl kovetkezik B
A— L az A allitas tagadasa
B(z): A—=U az A-n értelmezett allitasok
YaaB(a) Jdz : A hogy B(x) teljesiiljon
I1,.4B(a) Vz : A teljesiil B(z)

2. Agda

A félév soran az Agda programnyelvvel is foglalkoztam. Ez a nyelv képes
fiiggd tipusok kezelésére és ellenOrzésére, ezaltal bizonyitasokat tud ellendrizni.
A nyelvben be lehet vezetni a fent jelzett egyszertibb tipusok koziil néhanyat
az aldbbi modon:



data Bot : Set where

exfalso : {C : Set} -> Bot > C
exfalso ()

data Top : Set where
triv : Top

data N : Set where
zero : N
suc : N -> N

rec : {C : Set} >C->(C->C) >N-—->C¢C
rec cO cs zero = c0
rec c0 cs (suc n) = cs (rec cO cs n)
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